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《华罗庚文集》序言 

2010年是著名数学家华罗庚先生诞辰100 周年. 值此机会，我们编辑出版《华 
罗庚文集》，作为对他的美好纪念. 

华罗庚先生是他那个时代的国际领袖数学家之―，也是中国现代数学的主要奠 
基人和领导者.无论是在和平建设时期，还是在政治动荡甚至是战争年代，他都抱 
定了为国家和人民服务的宗旨，为中国数学的发展倾注了毕生精力，受到了中国人 
民的广泛尊敬. 

华罗庚先生最初研究数论，后将研究兴趣拓展至代数和多复变等多个领域，取 
得了一系列国际一流的成果，引领了这些领域的学术发展，产生了广泛持久的影响. 
他从一名自学育年成长为著名数学家，其传奇经历激励了几代中国数学家投身于数 
学事业. 

华罗庚先生为我们留下了丰富的精神遗产，包括大量的学术著作和研究论文. 
我们认为,认真研读这些著作和论文，是深刻把握华罗庚学术思想精髄的最佳途径. 
无论对于数学工作者还是青年学生，其中许多内容都是很有启发和裨益的. 

华罗庚先生担任中国科学院数学研究所所长30余年，他言传身教，培养和影 
响了一批国际水平的数学家，他的学术思想和治学精神己经成为数学所文化的核 
心.自2008年起以中科院数学所为基础成立的中囯科学院华罗庚数学重点实验室， 
旨在继承和弘扬华罗庚先生的学术思想和治学精神，积极推动中国数学的发展.为 
此，我们选择华罗庚先生的著作和论文作为实验室的首批出版物，今后还将陆续推 
出更多优秀的数学出版物. 

在出版 《华 罗庚 文集》 的过程中，我们得到了各方面的关心和支持，包括国家 
出版基金的资助，在此我们表示深深的感谢.同时，对于有关人员在策划、翻译 
和审校等方面付出的辛勤劳动，对于科学出版社所作的大量工作，我们表示诚挚的 
谢意. 


中国科学院华罗庚教学重点实验室 
《华罗庚文集》编委会 
2010年3月 
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华罗庚 (1910-1985)® 
哈贝斯坦著 
王元译 


哈贝斯坦教授曾任美国伊利诺伊大学數学系主任，研究方向是解析數论，现已 
退休.华罗庚教授曾在 1948 —1950 年间任伊利诺伊大学的教授，回国之后与哈 
贝斯坦的友这保持终生.哈贝斯坦教授的这篇有关著名教学家华罗庚的传记文幸， 
发表在美国科学院出版的《科学家 传记》 第 81 卷 (Biographical Memoirs , Vol .81. 
Washington , D . C .： The National Academy Press , 2002) 中.该传记丛书每卷大约 
500 包括 20 名科学家.据查，在 70—81 卷中，只收录了一位大陆科学家——华 
罗庚.本传记中的现点均属于作者本人，并不一定反映美国国家科学院的观点- 


华罗庚是他那个时代的领袖数学家之一及他那一代人中两位最杰出的中国数 
学家之 一 ，另一位是陈 省身. 正当中国在经历一场又一场政治波动的时候,华罗庚 
度过了年富力强的年代_如果今天许多中国数学家能在科学前沿作出突出的贡献， 
如果数学在中国享有异常的普迪尊重，那就要在很大程度上归功于作为学者与教师 
的华罗庚50年来对他国家的数学事业的领导. 

华罗庚于1910年生于中国江苏省南部的金坛县.现在金坛己经是一个繁荣的 
城市，它有一所以华罗庚命名的中学及一个颂扬他功绩的纪念馆_但在1910年，金 
坛还只是一个小村镇，华罗庚的父亲在那里开一家杂货店.在华罗庚的整个音少年 
时期，他的家庭都是很贫穷的.除此之外，他还是一个不断被病痛折磨的赢弱孩子， 
在一次伤寒病后竞使左腿瘫痪了，这给他带来终生行走时的严重不便.但很幸运地， 
华罗庚天性愉快与乐观,这对他以后遇到困难时是很有帮助的. 

华罗庚受到的正规教育是短暂的，从表面上看，它几乎不足以奠定学术生涯的 
基础——他得到的第一个学位为1980年法国南锡 ( Nancy ) 大学授予的荣誉博士, 
然而，优质的正规教育使他得到了智力的发展.1922年，当华罗庚小学毕业时，金 
坛中学开办了，该校有一位髙素质与严格的数学老师，他认识到华罗庚的才能并加 
以培养.此外，华罗庚在很早就养成了缺少书籍时自学的习惯，往后，在缺少文献的 
情况下，直接去处理问题成为他的首要原则,在他的一生中都热情地贯穿这一原则， 


①本文原《 (中国科技 史料》 第 2 3卷，第3期（ 2 00 2 年)： 181-188. 
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并鼓励他的学生也用这一方法. 

其后，华罗庚进入了位于上海的中华职业学校，在那里，他荣获过全市珠算比 
赛冠军.尽管学校的学费较低，但生活费用对华罗庚来说还是太高了，从而迫使他 
在差一学期就要毕业时便辍 学了. 华罗庚无法在上海找到一份工作，只好在1927 
年回老家帮助他的父亲经营杂货店_同年,他与吴筱元结婚，次年得女儿华顺，1931 
年又得长子华俊东. 

华罗庚回到金坛后，即开始自学数学并在上海《科学》杂志1929年12月号上 
发表了他的处女作 《 Sturm 氏定理的研 究》. 次年，在同一杂志上发表的一篇短文 
中，华罗庚指出了该杂志在1926年发表的五次方程可解的文章有原则性错误•华 
罗庚透澈的分析得到了北京清华大学—位伯乐教授的青睐.尽管他缺乏正式学历 
并有部分教员持保留意见，华罗庚仍于1931年被遨请到该校数学系工作，开始时 
任图书馆管理员，然后改任数学 助教； 1932年9月他开始授微积 分课； 两年后晋升 
为教员，那时,华罗庚已发表了十多篇文章，从其中一些文章中，人们可以看出他将 
来的兴趣所在.由于他的才华与贡献，24岁的华罗庚已经是一位职业数学家了. 

这时的淸华大学是中国高等教育的最髙学府，那里的教员致力于使中国的数学 
与科学赶上西方的先进水平.中国的科学在停滞了数百年之后，这无疑是一项极艰 
难的工作•在 1935 年和 I 936 年，阿达马 （J. S. Hadamard) 与维纳 （Norbert Wiener) 
访问了清华大学，华罗庚热切地听了他们二人的讲课并给他们留下了良好的印象. 
随后维纳访问了英国并向哈代 （G. H. Hardy) 介绍了华罗庚，从而，华罗庚得到了 
英国剑桥大学的邀请.他于 1936 年到达 剑桥. 在那里，他度过了富于成果的两年 • 
在华林 (Waring) 问题范围内的众多方面，华罗庚发表了不少论文（还有丢番图分析 
与函数论的一些课题).华罗庚很好地利用了声誉达到顶点的哈代-李特尔伍德 （ J . 
E. Littlewood) 学派的学术环境，华罗庚是靠中华文化教育基金会每年 1250 美元的 
资助在英国生活的.我们饶有兴趣地回顾一下，该基金来自于中国在 19 世纪与美 
国及其他一些国家在中国进行的战争对美国的赔款中退回来的钱（译 者注： 即“八 
国联军”入侵，在屈辱的《辛丑 条约》 中规定的略款-一“庚子赔款”)，这一赔款是 
强权强加于中国的.哈代向华罗庚保证,在两年中他便能轻易地得到博士学位，但 
是华罗庚因交不起学费而取消了拿博士的做法.当然,他对这一决定作了另一个完 
全不同的解释. 

在剑桥期间，华罗庚成为达文波特 (Harold Davenport ) 与海尔布龙 (Hans Heil - 
bronn ) 的朋友，这二人是“三一学院”的年轻研究员，前者为李特尔伍德以前的学 
生.而后者为兰道 ( E . Landau ) 在哥廷根时最后的助教，华罗庚跟他们一起,对于哈 
代-李特尔伍德处理华林问题这类的堆垒问题深感兴趣.他们帮助修改了华罗庚的 
一些论文中的英文,这些论文说明华罗庚是相当髙产的.这一时期华罗庚撰写了超 
过10篇论文,其中不少篇都发表在伦敦数学会出版的杂志上面. 
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大概华林问题仅有的简单事情为它的陈 述：在 1770 年，华林断言但未证明以 
下的命题（非原 话)： 对于每一个整数 fc >2,皆存在一个仅依赖于 fc 的整数 s = 

使每一个正整数 iV 皆可以表示为 

N = x ^ + --- + x ^, ⑴ 

其中 a:〆 〗 = 1,2, ••- ,n) 为非负整数.同年，拉格朗日 （•!• L. Lagrange) 证明了 
s ( 2 ) = 4, 即解决了 k = 2 的情况.这是一个臻于至善的结果；往后则进展甚缓，直 
到 1909 年，希尔伯特 (D. HUbert) 才完全解决了一般情况下的华林问题，他用的方 
法为复杂的代数恒等式的应用，而且的值甚大 . 1918 年，哈代与拉马努詹 （ S_ 
Ramanujan) 又回到了 Jfc = 2 的情况,试图用傅里叶 （ J. B. J . Fourier) 分析方法决定 
将整数表为 s 个平方和的表示数目问题.他们的想法是受到他们关于分拆的著名 
工作的启发而形成的，他们成功了，这就鼓舞了哈代与李特尔伍德在 1920 年将类 
似的方法用于一般的 L 他们发明了所谓的圆法来处理一般的希尔伯特-华林定理 
及包括哥德巴赫 （ C. Goldbach) 问题在内的一大批堆垒问题.在往后的 20 年里，圆 
法结构的困难程度在整个数学中都被认为是可以与任何其他东西相比拟的.即使 
在今天,在经过众多的改进与很大进展后，这一方法的复杂性仍然令人望而生畏① • 
概要地讲,经过维诺格拉多夫 （ I. M. Vinogradov) 改进过的哈代李特尔伍德拉马 
努詹圆法可以这样来叙 述：命 

p 

T ( a ) = Y , ^ iax \ P = [ AT 1 /*] 

*=o 

及表示 AT 表为形式 （1) 的表示数，则 

R 》 )(N) = J: Tia^e-^^da, 

所以欲证希尔伯特-华林定理，只要证明当 s 为某个仅依赖于 A 的自然数时，对于 
所有充分大的整数 iV 皆有 Ri k \ N ) > 0就够了_我们记 G ( k ) 为这种可允许的 s 
值中的最小者.在 [0, 1] 中以较小分母有理数为中心的互不相交的诸小区间的集合 
上，生成函数 T ( a ) 可得到很好的逼近，从而设想可以证明在这些区间上的积分之 
和即得到 Ri k \ N ) 的主项，而关于通常称为劣孤的补集上的积分则为一个较低阶的 
无穷大.后面这项工作，即在劣弧上进行估计,更为困难些,但哈代与李特尔伍德在 
此用了一个比 T ( a ) 更广泛的三角和的估计,这是外尔 (Hermann Weyl ) 于1916年 
建立的与序列一致分布判别法的基本工作相联系的一项工作.这样一来,他们就证 


① R. C. Vaughan. The Hardy-Littlewood Method, 2nd. Cambridge ： Cambridge University 



明了 
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G ( k ) < k 2 k ~ 1 + 1, 

这就是华罗庚作为一个青年人的工作背景.这样说或许是适当的.华罗庚在这方面 
的贡献使他青史留名，即他关于类似于 r ( a ) 的三角和的单个与平均卓越的原创性 
估计.这一种平均估计，即现在著名的华氏引理是说，对于任何 e > 0及1 O < A , 
皆有 

j: maJl^da = 0 e (〆 十 e ). 

显然 T ( a ) < P , 所以对于每一个 < fc , 这一不等式几乎省去了一个 P 的 j 次方 
幂.当在劣弧上与 T ( a ) 的外尔估计联系使用时，华氏不等式导出了改进的界 


G ( k ) < 2* + 1. 

当今虽然有了更好的结果，但皆为十分困难复杂的. 

华罗庚满可以在英国逗留更长的时间，但他思家心切，日本于1937年入侵了 
中国，更使他忧心如焚.他于1938年离开剑桥,作为一位正教授回到他原来的大学. 
这时，在大部分中国被日本占领后，淸华大学已不在北京了，它搬到了南方的云南 
省省会昆明，与其他几所大学（指的是北京大学与南开大学 一一 译者注）一起组成 
了临时的西南联合大学.华罗庚与他的家庭一道在昆明一直待到1945年第二次世 
界大战结束.那时,华罗庚是很贫穷的，加上体质很差与学术上的孤立.尽管困难重 
重，华罗庚仍然维持着他在剑桥时的工作强度，甚至有过之，至1945年底，他已发 
表了 70多篇论文.在这期间，他研究了维诺格拉多夫原创性的三角和估计方法并 
用更精确的形式作了简洁的复述，即现在普遍熟知的维诺格拉多夫中值定理，这一 
著名结果的中心作用为改进希尔伯特华林定理，及关于黎曼 （ G . F . B . Riemann ) C - 
函数研究的重要应用.华罗庚将这一工作写成一本小册子.早在1940年即被前苏 
联接受用俄文发表，但由于战争原因，直到1947年才以斯捷克洛夫 （ V . A . Steklov ) 
数学研究所的专著（其扩充形式）正式发表了. 

应维诺格拉多夫的邀请，华罗庚于1946年春在俄罗斯呆了 3个月.除数学交 
流外，华罗庚对那里科学活动的组织甚有好感.当日后他在新中国处于领导岗位时， 
这一经验对他是颇有影响的.往后的岁月里，尽管华罗庚的科学活动扩展到了其 
他领域，他总是准备回到华林问题及一般数论中来，特别是回到涉及指数和的问题. 
因此在1959年，他发表了为《数学百科全书 》 (Enzyklopddie der Matematischen 
Wiasenschaften ) 而写的重要专著《指数和的估计及其在数论中的应 用》. 他关于 
什么东西重要的感知及关于技术的出色掌握使他的数论论文即使在今天来看仍为 
20世纪上半叶数论重要活动的一个索引. 
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在昆明的后几年中，华罗庚的兴趣转入了代数与分析，首先他着力于使学生得 
益,继之即在这些领域作出了原创性的贡献.华罗庚对矩阵代数有兴趣并撰写了一 
些矩阵几何学方面的实质性论文.他被邀请访问位于普林斯顿的高等研究院，但由 
于西格尔 （ C . L . Siegel ) 在那里做着某些类似的工作，华罗庚起先拒绝了这一遨请， 
以便能独立地发展他自己的想法.在华罗庚从俄国回国不久，他仍于1946年9月 
启程赴普林斯顿，华罗庚不仅带去了矩阵理论的构想，而且还有多个复变数函数论 
与群论的计划.这时中国的内战正酣，因而他难于成行，为此，中国当周在华罗庚的 
护照上賦予了将军的头衔以“便于旅行” • 

按照他的传记作者的看法，华罗庚在美国期间“最重要与值得的研究工作”为 
除环 (skew field ) 这一领域，即（非交换）可除代数，四元数为除环的一个经典 例子. 
华罗庚是下面命题的首先证明者，即每一个除环 F 的半自同构或者为一个自同构 
或者为一个反自同构一-更确切地讲，若是一个 F 至自身的一一映射且满足 
1*^ = 1 及对所有 F 中的 a , b 皆有 

(a + b) v =a a +b°, (aba) a = a°b°a a , 

则对于所有 a , beF , 或者 

« = a°b a 

或者 

(ab)^ = b°a a . 

他亦给予他“直接”处理问通的一个惊人证明，即证明了每一个除环的正规子 
域必包含在其中心之中，证明只有一页半，它依赖于下面的恒 等式： 若/ 6 a ， 则 

a = [6 -1 — (a - l) _I 6 _1 (a- l)J[o _1 6 _1 o - (a - l) _1 6 _1 (o - 1)]. 

在文献中，这一结果被称为嘉当 （ H . Cartan )- 布饶尔 （ R . Brauer )- 华氏定理，嘉当 
最初的证明用到了很多较深奥的工具. 

当然，在他生命的最后大创造时期中，他还做了不少别的工作，华罗庚与范迪 
维尔 （ H . Vandiver ) 合写了几篇有限域上不定方程求解的文章及与赖纳 （ I . Reiner ) 
合写了典型群自同构的文章.他的大部分代数工作构成了他在日后与万哲先合写的 
专著《典型群》（上海科技出版社出版，1963年，中文）的基础. 

在个人方面，1947年春，华罗庚在约翰.霍普金斯大学手术治疗腿疾，经治疗 
后他的一条瘸腿在行走时有了很大的改善，为此他与他的家庭都感到十分欣慰.另 
外，在1947年他的女儿华苏出 生了； 在这之前，他还有两个儿子华陵与华光，后者 
生于1945年，稍晚,还有一个华密 . 1948年春,华罗庚接受了作为位于乌尔班那-香 
槟的伊利诺伊大学正教援的聘请.在那里他指导了阿尤布 （ R . Ayoub ) 的博士论文 
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(后来，阿尤布成为宾州州立大学的教 授)； 继续与赖纳的合作；并影响了几个年轻研 
究人员的思路,其中包括舍内菲尔德 （ L. Schoenefeld) 与米切尔 （ J. Mitchell). 华罗 
庚待在伊利诺伊的时间是很短暂的，中国正发生着巨大的变化，华罗庚热切地注视 
着事态的发展而且愿意投身于这一新时代中.尽管他与妻子及三个年幼的孩子在 
乌尔班那安顿得非常舒适，他回归的冲动却异常激烈 . 1950 年 3 月 16 日，他回到 
了北京他的母校淸华大学，准备对这美好的新世界作出他自己的贡献.那时，他正 
处于他的数学才智之巅.正如在许多年后，他给我的信中所说，回顾起来, 40 年代对 
他而言，是一生中的黄金岁月.尽管他需要面对种种困难，他从未对他的回国决定 
后悔过. 

回到中国后,华罗庚即投身到教学改革当中，组织各种不同层次的数学活动，指 
导研究生①，到中学做报告，以及到新兴工业部门中给工人们讲课. 1952 年 7 月中 
国科学院数学研究所开办了，华罗庚被任命为首任所长.次年，他作为中国科学院 
访苏代表团的 26 名成员之一访问了苏联.代表团企图建立与俄国科学的联系，这 
时，华罗庚曾疑惑共产党是否信任他，但在莫斯科时，当他得知中国政府已同意苏 
联政府将斯大林奖金授予华罗庚的建议，这对他确是十分惊喜的事.但在斯大林去 
世后，奖励被中止，华罗庚也就失去了得奖的机会.对于以后的发展，华罗庚告诉 
我，他倍感满意！ 

除了许多数学与行政职务外,华罗庚的研究工作仍很活跃，并继续写作，其中不 
仅在他进行过的领域,也包括一些对他来说是新的，或以前稍有过接触的领域 . 1956 
年,他的巨型教科书《数论导引》出版了（根据政府命令， 1975 年中文版的序言被删 
去，这是由于华罗庚在文化大革命中大部分时间靠边站 了)； 以后施普林格出版社出 
版了这本书的英文版,而且该书仍在继续再版之中. 1958 年出版了《多复变函数论 
中的典型域的调和分析》，同年这本书被译成俄文出版，接着 1963 年美国数学会出 
版了它的英文译本.这本重要专著中的绝大部分结果都是属于华罗庚本人的，其中 
与西格尔的工作有某些重复.这本书的结果对表示理论、齐性空间理论与自守形式 
理论都有应用.这本专著也包含他与陆启铿合作的关于泊松 （ S. D. Poisson) 与佰格 
曼 （ S. Bergman) 核的工作.华罗庚的这项工作以后对于施泰因 （ E. Stein) 关于全纯 
函数的边界性质的研究是有用的. 1959 年华罗庚给予了将霍奇 （ W. W. D. Hodge) 
理论推广至开埃尔米特 （ C. Hermite) 流形以重要 评价； 1962 年科恩 （ J. J. Kohn) 成 
功地完成了这项工作.早先提到的 1959 年出版的关于指数和的专著亦被译成俄文 
出版了.华罗庚是一位深入浅出与多产的作家，为了使学生易于进入近代数学，他 
用中文为学校及大学生写了很多书与文章.为了自述情怀及朋友们的愉悦，他终身 
都在写诗. 


①在他的学生中，数论方面有陈景润、湣承洞与 王元； 代数方面有万 哲先； 分析方面有龚昇与陆启锂 . 
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1958年，华罗庚在所谓“大跃进”乌托邦的美梦中被猛然唤醒.毛泽东鼓励向 
知识分子的猛烈攻击横扫了全国，在“卑贱者最聪明，高贵者最愚蠢”这样的口号 
激励下，由顺从的政府官员满怀热情地予以 实施. 除了他的高位和来自高层的保护 
外，华罗庚遭到了折磨、公开的谩骂与不断的监视，然而就在这样骚乱的时期，华 
罗庚与王元一起发展了线性规划、运筹学与高维数值积分等广泛的 课题. 关于最后 
这个方面，由于*?特卡罗 (Monte Carlo ) 方法的研究与一致分布的作用促使他们去 
创造了一个基于代数数论的不同的决定性方法,他们的理论含于著作《数论在近似 
分析中的应用》之中.这本书出版得相当晚，直到1978年才面世.1981年，施普 
林格出版社出版了英文译本.新建立的应用数学兴趣使华罗庚在60年代带着一个 
小分队跑遍全国，向各种工人传授如何将他们的知识技能用于工厂与日常生活的 
问题，不管在工厂的问题解答会上或现场教学中，他用数学精神感染了他的听众到 
了这样的程度，从而使他成了一个民族英雄,甚至毛泽东主动给他写了一封赞扬信， 
这为他在动乱时期提供了宝贵的保护.华罗庚仪表堂堂，和蔼可亲，有一种将事理 
简化的奇异手段，从而随着他旅行的影响，他的盛名广传而且数学的声誉也遍及全 
国①，当较晚他出国旅行时，各种政治信仰的中国人群都争相拜会他并向他致敬. 
1984年，当他在杭州举办一个多复变函数论会议时，西方同行对中国新闻媒体宣传 
的规模甚感惊奇. 

但所有这些都是未来的事了. 1966年，毛泽东发动了另一全国性灾难的运动， 
即延续了十年之久的所谓“文化大革命”，早在1965年6月26日，毛泽东在一次 
讲话中，即向知识分子传递了一个不祥的 信息： “书读得愈多愈愚蠢”.华罗庚许多 
年实际上处于软禁中，他将他的生存归功于周恩来亲自出面对他的保护.即使这样， 
他仍然遭到不断侵扰的质询.他的一些手稿（数学经济）被査抄了，而且永远丢失 
了.他的同事与以前的学生被发动起来发表攻击他的言论（在1978年，中国驻英 
大使向我叙述了这样一个 场面： 可能是下一代中国最为知晓的数学家陈景润被命 
令站在一个公共场所几小时，一群造反派围着他，要他揭露华罗庚.当时也在场的 
陈景润插话说，实际上他很軎欢这一机会，因为没有学生会用无聊的问题来打扰他， 
因此他有时间可以亳无干扰地想数学问题了!) . 这的确不奇怪，1965年华罗庚就过 
早地停止发表著作了.当然，他仍然在工作，他还有几篇关于近似分析的合作文章 
(与王元）及最优化文章（登于《科学通 报》， 发表于70年代).这些工作或许是基于 
他早先做的工作而写成的，也有些他多年在广泛的教学与咨询经验中提取积累而写 
成的综合论文与教科书.他在1981年的一篇文章中，悲伤地回顾道“谁知步入第十 
六个年头的时候，我被……弄得走投无路，几乎精疲力尽”. 

随着1976年“文化大革命”的结束，华罗庚进入了他生命的最后阶段，在国内 

①关于处理过的问题精选请见 Popularizing Mathematical Methods in the People 'a Republic of 
China, by L. K. Hua and Y. Wang. Boston ： Birkhauser, 1989. 
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他恢复了荣誉.他被任命为中国科学院副院长、全国人民代表大会代表及政府的科 
学顾问，除此之外，中央电视台 ( CCTV ) 拍了一个短的电视系列剧来讲述华罗庚一 
生的故事.这一电视剧至少被播放了 两次. 1980年，他扮演着他国家的文化大使， 
重建与西方学术界的联系，在往后的五年中，他遍访了欧洲、美国与日本，1979年， 
他是英国科学研究委员会设于伯明翰大学的一位研究员，在1983—1984年，他作为 
一位杰出学者 (Sherman fairchild distinguished scholar ) 在加州理工学院停留，绝大 
多数时间里，他都很疲倦并且健康欠佳，但他并未丧失对生命的情趣与无限的好奇 
心.1984年春他在乌尔班那对一大堆听众报告他的数学经济工作，人们感到他在加 
紧努力以补偿他丢失的岁月，1985年5月21日在他给我的最后信件中，他告诉我, 
现在的绝大部分时间都在不幸地从事“非数学活动，而这些活动对他的国家与人民 
都是必需的”.1985年6月12日在东京的一次演讲结束时，他逝世于心脏病发作. 

华罗庚得到南锡大学 （1980 年)、香港中文大学 （1983 年）与伊利诺伊大学 (1984 
年）的荣畨博士.他被选为美国国家科学院外籍院士 （1982 年)、德国自然科学院 
(Deutsche Akademie der Naturforscher Leopoldia )(1983 年)、第三世界科学院 (1983 
年）与巴伐利亚科学院 (Bavarian Academy of Sciences )( l 98 5 年）院士. 

王元教授为华罗庚写过一个很好的传记我对能用到这本书的一些材料表示 
感谢，我也曾为《算术学报》(裊 toXritAmetica ) 写过一篇悼念他的文章 ( LI (1988)： 99 
—117). 


① Y. Wang, Hua Loo-keng. Translated by Peter Shiu. Singapore： Springer, 1999. 
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关于多变量堆垒数论的一个问题 ® 

华罗庚②(中国，北平） 


本文将回答如下的 问题： 

设尸㈤^)和为两个整值多项式,〜= ±1. 是否存在一个正整数 t 使 
得对于所有的整数 n 和 n', 丢番图方程组 


^^e u P(x v ,y v ) = n, 

i/=i 

Y^^P , (x v ,y u ) = n' 


⑴ 


总有解？ 

如果 P 和 P 满足某个限制条件，则问题的答案是肯定的_这里还将给出 s 的 
上界，它等于 2 fc /b - 1，其中&为 P 与产的次数的最大者. 

我们 假设： P{x,y) m P^y) 为两个整值多项式，次数分别为 fc 和於对于任 
—个素数 P ， 不存在整数= 1) 和 L 使得 

qP(x,y) + q'P'{x,y) = Z ( modp ) (2) 


恒等地成立.不失一般性，我们可设 A > 在本问题里，上述限制条件不能够去 
掉，否则， n 和 n' 将无法取到任意的整数. 

引理1 每一个整值多项式 P{x,y ) 都可以表作 


P{x,y) = '^2a htU P IA {x)P v (y), 

其中为整数，而 

P ^) = (M>0) , Po(2) = 1 . 

引理 2 令 

p(x,y) = Y^ a ^ p ^ x ) p ^y) 

① 1936 年 4 月 20 日 收到. 发表于 Mathematische Zeitschrift, 1936, 41(5): 708-712. 

② 时任中华教育与文化促进基金会研究员. 
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和 


P'i.x^y) = ^a'^P^Puiy). 


对于给定的素数 P ， 存在整数和！，使得 


qP { x , y ) + q ' P '^ y ) = Z ( modp ) 


恒等地成立的充分必要条件是 


Qa ^ + = O ( modp ), (/ i , v ) ^ (0,0), 

900,0 + ^ ao.o = Kmodp ). 

用作者以前的文章 ® 里的方法，可以容易地得到这两个引理. 

用记最小的正整数使得对于所有的整数 n 和 n ', 同余方 

程组 

! Y ' i e l / P ( x l , f y u ) = n ( modm ), 

*r 

^2 euP ， ( x l / , y t/ ) = n ’( modm ’） 

i/=i 

总有解.而 H { P , P ',0,0) 即为使方程组 （1) 有解的最小正整数 s . 

用 A ? (/ >( i ，!/)) 和 A v t ( P ( x , y )) 分别表示 P ( x , y ) 关于 a : 与 y 的*阶差分 • 
Af { P ( x , y )) 可以写成 2* 个形如 ± P ( x , y ) 的项之和. 

引理3 设 a , 汍 7 和5为整数，满足 


卜叫 

则 

Jf ( P , P \0,0) = H(aP + 0^,^ + 6^,0,0). 

本引理立即可得. 

引理 4 设〜,„/>„(0：)只^)为的*次项中的一项.如果 <, v = 0,而 
P ' 丰 O ( modm ), 则有 

H !, P , P , , m , m ') < 2*— 1 + H { P , P , ,( m , o „, v )， m ，)， 

这里 m 或 m ' 可以为 0. 


① •/. London Math. Soc. t 1935 , 11 ： 4 — 5 . Science Report of Taing Hua University, Ser.A t 1935 , 
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证明此时， 

Al^Al*P{x,y) = o^.va: + + Ou-i.v+iJ/, 

AS - iA ^ Cx . y ) = + 

令 s 为一个 > HiP^^m^^m') 的整数，则对于所有的整数 n 和 n ', 方程组 


Y^£^P(x v ,y v ) = n(mod(m,a U|lJ )), 

i/=i 

a 

y v ) = n , (modm , ) 

v=l 

总有解.因此，有 

^2 £uP{x v , y„) + A^A^x.y) = JV(modm), 

i/=i 

+ A*_ 1 A{；P , (i 1 y) = AT’(modm’) 

i/=i 

(对于所有的整数 N 和 N 1 可解).事实上， （3) 式可以写成 


{ S^£uP(Xu,Vu) + Ou,vX + Ou_i,„ + o u _i >t)+ iy = AT(modm), 
[ euP'i.Xu, y u ) + 4 - au-i,«+i» = N'{modm'). 

v=\ 

由 （3) 式和引理 3 前面的解释，可得本引理. 

引理5 

H ( P ， 户，0, 0) > H ( P ， 产， m , m ，). 

本引理是显然的. 

引理6 令 

R(x, y) = ax + by+ c, 

R{x, y) = a'x + bfy + d. 

如果对于任一个素数 p ， 不存在整数 q ,^^) = 1) 和 Z (> 1), 使得 

qR(x, y) + q'B!{x,y) = /(modp), 


(3) 



关于多变童堆垒数论的一个问题 


则 


• 15 • 




H(R,ff,0,0) = H(x,y,0,0) = l. 

证明取/ X 和 〆 为两个整数，使得 

o/i + a'n' = 0, (/i, 〆 ） = 1. 

则有 

bfi + b'fi! = ±1. 

不然的话，令 p 为如 + 6 V 的一个素因子，于是， 

nR(x, y) + n'R! (x, y) = tie + fi'd (modp) 

恒等地成立，但这与我们的假设相矛盾.因此，(6,6 / ) = 1.相似地, （ a〆 ） = 1. 所以， 
我们有 

1：°；1 


=土1. 


定理1 


H ( P , P , ,0,0)<2 fc Jfc - l . 

证明令尸 《(!/) 为 P{x,y) 的一项，这里 u + u = k,a u , v 妾0,而 u 为 
满足条件 u + « = A : 的 u 的最大者. 

1. a' u>v = 0. 

由引理4和5可得 


( P ， 产，0, 0) < 2 u+ »- 1 + H(P, 卢， o „,„，0) 
<2 k ~ 1 +H(Q,Q , ,0,0), 
这里 Q 和为两个与 P 和有相同性质的多项式，且 


P = Q, P 1 = Q^modau.v), 
而 P u (x)P v ( V ) 在 Q 和 Q ' 中的系数均为 0. 

2. ajj.u / 0. 

取 f , r ' 为两个整数，具有性质 


(r,r f ) = 1 
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和 


rau iV + r ' a' uv = 0. 


又取整数 s, s' 使得 

I ::卜 

由引理3,我们有 

H { P , P , , 0 , 0 ) = H(sP + a ' P , ,rP + /户, 0,0)， 

而 P„0c) 只; (y) 在 rP + T ' P 1 中的系数为 0. 由情形1中的讨论知,有两个多项式 Q 
和 g' (它们与 P 和 P 有相同的性质，且其中的 Pu { x ) P v ( y ) 的系数均为 0) 使得 


H ( P , P ', 0 , 0 ) ^ 2 U+U-1 +_ff(Q，Q，,0,0) 
^ 2 k - 1 + H ( Q , Q ', 0 , 0 ). 


这在两种情形里都对. 

不断重复这个过程，我们最终得到 

k 

H(P ， 户， 0,0)< 5^(i/ + 1J2* 7 — 1 + H(R,R',0,0), 

|/=2 

其中 i2(a：, y ) 和 Rf { x , y ) 为引理6中论及的两个线性多项式.因此，我们有 

k 

H(P,P / ,0,0) < 5 ^( 1 / + 1 ) 2 ,/ - 1 - 1 = - 1 . 

u=l 

这个结果可以推广到《个 变量： 

定理2 设朽 ，…， _P t 为变量是 A ，…，心的 t 个整值多项式，其次数最高者 

为 A：. 假设对于任一个素数 p , 不存在整数 . ,g t 和 ！(> 1), 使得 

9i-Pi + • • • + qtPt = i(modp), (9i • • • ,9t) = 1- 

则有 

H(Pu … ,Pt,0, -,0) = O(2 k k t ~ 1 ). 


(贾朝华译) 
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在试图解决由 MordelL 教授的工作③引申出来的一个问题时，我得到了下面的 
结果. 

设④ 

Fi(x, y), Fa(x, y), • • • , Fk+i(x,y) 

为 fc + 1 个 fc 次整值多项式.众所周知，可以表作 

^« (*.»)= a ^ p A x ) p ^v)< 

**沈 

其中为整数，而 

P^x) = (M>0), Fo(x) = 1. 

4 U 

… c △’ 

于是，我们有 

定理1 如果 A # 0,则存在整数 rm ,.--, m fc +1 和 iV , 使得对于任一组整数 
n < = m ^ modlAI ), 我们可以找到整数 x uyi 和适当的 ei = ±1,满足 

N 

^eiFjixi, yi) = rij (j. = 1，…， fc + 1). 

»=i 

我们可取 iV = ^ + l ] 2*- 1 . 

① 1936年 11 月 1 日收到，1936年 11 月 12日审阅.发表于 Journal of the London Mathematical 
Society, 1937, 12s 257-261. 

② 时任中华教育与文化促进基金会研究员. 

③ J.London Math.Soc., 1936, 11： 204-208. 

④ 当多项式为两个的时候，作者有更细致的结果， 发表在 Afath.Zeitschrift ， 1936, 41： 708-712. 
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证明存在整数 6ij(l < i,j <*+1),使得多项式 
fc+i 

Qi(x,y) = (行列式 = ±1) 

j=i 

有下面的特殊 形式： 

Qi(x,y)= 5^ A.^lP^(x)P„(y), 

时， 

K = a . 

容易验证，如果定理对于 Qi(x,y) 成立，则它对 Fi(x,y) 也成立. 

对于任一个整值多项式 A?(i2(x， y )) 和 Af(R(x,y)) 分别表示 R(x,y) 
关于: r 与3/的 f 阶差分. A^iJ^.y)) 可以写成 2* 个形如 ±R(x,y) 的项之和. 

(1) Jfc 为奇数 ■ 

考虑 fe + 1个表达式 

+ A^_ 3 A^Qi(x 2 ,}/2) + …+ (fc+i). !/ j (fe+i)) > 

这里 i = 1,2, …， fc 十 1. 它们可以简化为一组线性形式 

+++ _ 3 X 2 + ■ ■ ■ + mi, 

A Uk-l X l + d-2^2 + A 3,k-3 X 2 + ••• + ^2. 

其中为常数.因为 

••必 ”=△， 

所以，对于任一组整数％ = m,(mod|A|), 线性方程组 

+ ■■■ + ^k-iQi(. x ^k+i)iy^k+i)) = «» (* = i,-- - ,* + i) 

有整 数解. 因此，当 iV = (fc + l )2 fc - 2 时，我们可以解出定理中的方程组. 

(2) A 为偶数. 

通过考虑 


A fc-lQff*l.»l) + ^fc-3 A 2Qi(a ： 2, V2) + … 
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+A\A.%_ 2 Qi(xi k , + AJ_iQi(xi fc+1 ,0), 

我们可以用与情形 （1) 中相同的方式得出结果 1 此时, Q ( x , y ) 的个数为 {k + 2)2 k ~\ 
推论如果 △ = ±1，则存在一个整数； V ，使得方程组 

N 

= Tlj (ei = ± l,j = 1， - - • ， fc + 1) 

i=l 

对于任一组整数巧均可解. 

例如，一组多项式 

Gi { x , y ) = Pi { x ) P k - i { y ) (i = 1， • • • ， A + 1) 

满足以上的条件. 

如果要找一个 AT , 使得 

N 

niX k + ni X k - x Y + …+ n k +1 Y k = + Vi Y) k 

i=l 

有解,就相当于在上面讨论的问题里取 


注意此时， 


= x k , F 2 ( x , y ) = kx k ~ l y ,- - , F k + i ( x t y ) = y k . 


厶 L 厶?-淋 !/) 

{ *! x , 当 j ' = i 时， 
kly, 当 = i + 1 时， 
0, 其他. 


因此，当 fc 为奇时 
i (*+») 


s △ 一⑽ 咖 Uir)’ 


当 j 为奇时， 
为 偶时； 


而当 *： 为偶时， 
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用前面的方法,我们有 

定理2任一个二元 * 次型，如果它的系数为 fc! 的倍数，则它可以表作至多 
[ifc + l] 2*_ 2 个整系数线性型的 fc 次幂的和或差. 

定理2表明，在考虑用线性型的 fc 次5的和或差表示一个型时,只需将型的系 
数限制在0和 fc! 之间即可.因为这里给出的上界不是最小可能的,所以，可以通过 
检査系数小于 A：! 的型，使 Mordell 教授叙述的问题得到部分的解决. 

看来要将这种方法推广到两个变量以上并不容易.下面的方法比较简单（但所 
得到的上界较大)，可以推广到两个变量以上 • 

因为 

+ A?Af-2F<(0, Wk-i) + Al^Fiix^k) 

= °o,Ui + a i*i-iW + … + Ofcli.jyfc + agji + m 4 , 

这里 m< 为整数，所以，对于；V = k 2 k -\m = m,(mod|A|), 丢番图方程组 

N 

^SiFjix^yi) = nj O' = + 1) 

«=i 

有解. 

在 n 个变童问题里，所对应的上界是 

+ 1) • • • (fc + n)2* —1 . 

运用这种方法,我们可得下面的结果： 

定理3令是一个有限环，它没有幂零元，环的基为 U；!,--- ,U；n. 则存在整 
数 m, W 和环中的一个元 w, 使得环中任一个同余于 w(modm) 的元都可表作 iV ■个 
X k 的和或差，而这些X均为环中的元. 

设 

X = IiUli ^- (- X n l^n 

和 

x k = J/lWi + •■• + yn<^n, 

这里货 是变量为別,…， ar„ 的 fc 次齐次多项式.令为％的结式，则 

1/1 = 0, • • ■ , 3/„ = 0 
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有非平凡解的充分必要条件是 ft = o . 因为环没有幂零元,所以，我们有 K 尹0•因 
此,不存在不全为零的整数使得 


hyi H - h l n y n = o 


恒等地成立.用我们先前的讨论,可得定理. 
在此，我要感谢 Mordell 教授的鼓励. 


(贾朝华译) 
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1.引 言 


在本文的第一部分里，我们希望找到华林问题中的 Hardy - Littlewood 渐近公式 
对于多项式的推广，即要求丢番图方程 

N = Pxihx ) + ••• + P ,{ h a ) ( h v ^ Q ) (1) 

的解数公式，这里恳均为 fc 次整值多项式，首项系数为正.我们所用的方法本质 
上属于 Vinogradov ^ 31 . 在优弧的处理上，采用了 Heilbronn 11 ' 的方法. 

令 G { P (/ i )} 为最小的正整数 s , 使得当/ V 充分大时，方程 （1) 对于 Pi { h ) = 
P 2 ( ft ) = … = P .( h ) = P ( h ) 有解®.而 P ( h ) 必须满足 条件： 如果 g (> 1) 是一个整 
数，则不存在整数 d , 使得 

P ( h ) = d ( modq ) 

恒等地成立. 

关于卩彳尸 ㈨ }的主要结果如下. 

定理 A 如果 P ( h ) 为奇的 fc 次整值多项式，而 A : > 20,则有 
G { P { h )} ^ i (2 fc+1 - 1). 

进一步地，如果 P ( h ) 的首项系数为 a / ib !,( a , ifc !) = l , 则对于任给的 e > 0,有 
G { P ( fe )} = 0(2 ek ). 

这相当于定理5和6合在一起. 

定理 B 如果为 fc 次整值多项式，而 fc > 20,则有 
^ 3 h^ k -^ +7 k 

① 1936年6月29日收到，1936年11月12日审阅，1937年3月23日收到修改稿.发表于 
Proceedings of the London Mathematical Society , 1937, 43(2): 161—182. 

② 时任中华教育与文化促进基金会研究员. 

③ 关于不同的/V的研究，将在以后给出. 
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G { P ( h )} = 0( fc 3 2 fe - 1 ). 

进一步地，如果 P ( h ) 的首项系数为 fl / A !,( a ， fc !) = 1,则对于任给的 e > 0,有 
G { P (/ i )> = 0(3 fc( i +e) ). 

这相当于定理7,8和9合在一起. 

KamkeW 最先证明了 G { P (/ i )} 上界的存在性，但还没人给出它的确定值. 

本文所遇到的主要困难是算术的而非分析的.在某些情况中，我引用了稍加推 
广后的 Vinogradov 或其他作者的分析定理,其中一些必要的改造是不困难的. 

借此机会，我要感谢 Heilbronn 博士的鼓励和指点. 


2.记 号 

令 r ( N ) = r Pl ,.. iP ,( N ) 为丢番图方程 

N = Pi (/» i ) + Pjihu ) + ••• + P a (. h s ) ( h v ^ 0 ,v = 1,2, - ■ • , a ) 

的解数,其中尺 ㈨ > =1，2,…， s ) 为 * 次整值多项式，所有系数均为正，而常数项 
为零①. 

设队为 P v ( h ) = N (> 0) 的最大正根，它存在且随； V 趋向无穷. 
k 是整数 . 6 = */(* + !)• 
q ： 表示 g 关于 A ㈨ 的连接数②. 


我们记 


e 2 此 = e ( x ), p = e ⑴， ( i , q ) = 1 

S P , V = P KW (t^ = 1,2, - ,s), 


h=0 

Ms ) = A ,( q , j )= 




p ~ j . 


这里 p 过所有 g 次本原单位根.以下如果没有特别的说明， n 和 e 总表示 n ^ =1 


① 这里唯一本廣性的限制是每个多项式的首项系数为正.由此，我们总可以取整数《充分大，使得 
Qu ( h )= Pu(h + l ) 的所有系数均为正. 

② 见 Hua [3, 4]. 
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5( n ) = n ), 

9=1 

T v — T v (ot) = 〉: b(P„{ fi)a) t 
i ^ h^p 
rP 

I v = Ii/(a) = J e(Pai ， v k )dv, 

这 里知为 P .( h ) 的首项系数. 

N 是所要表示的整数.我们可以定义一个常数 C , 使得 

N„ < cJV 去 • 


而 P 是一个满足条件 

的数. 


cN^ ^P = 0{Ni) 


3. 关于指数和的引理 

引理 3.1 如果 Q { h ) 是一个整系数多项式， （ i , g ) = 1,则 

E e O )) = 0 (9 1_i+e )， 

这里 O 常数仅依赖于 e 和 Q { h ) 的系数（见 Hua [5]). 

引理 3 .2 设 A : > 20, N 是一个充分大的整数.于是，我们可以取尸, / f (仅依 
赖于 A 0, 使得 

cNi ^P = 0( ATi ), 0 < if < 9 fc 3 logifc , 

[\S\ H da = 0{P H ~ k+ ^), 

Jo 

其中 

p 

5 = 二 e ( aQ ( i )), 

X=1 

而 Q ( x ) 是一个 fc 次整值多项式. 

这是 Vinogradov [3] 中的引理 A " 的稍加推广的形式. 
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引理 3.3 如果 a 0 , ttl ，…， 《 fc 为实数， A:>20, 而 

h —引 <★， （z ， ?)=1 ’ 

f{x) = aox k H - h a/t, 


则当 P b <q^ 户 - 6 时，有 

if «(/(*)) = oiP 1 -^- 3 ^- 1 ). 

x = R+l 

见 Vinogradov[3]. 


4. Farey 分拆 

我们按通常的方式，将区间0 < a < 1分拆成属于所有有理点 -(1 < 9 ^ 
P k ~ b ,0 < I < g,(/,g) = 1) 的 Farey 51. 我们再将这些弧分成优弧 M{1 ^ q ^ P 6 ) 
和劣弧 m(P b < q ^ P k ~ b ). 在每一种情形里，弧都有形式 

a = ^ + 0 > ^ ^ x > 

5. 关于优弧的引理 


引理 5.1 

5^ = 0(^ - 

证明设 rf 为 P v (h) 系数的最小公分母.由连接数《?；：的定义知,对于某个整 
數 <h 有 qd = q1d\, 因而， 


邊 m. 


因为 dP u {h) 是一个整系数多项式而 d < fc!， 所以，由引理 3.1 可得 


S P ,u = 0{{qld{)^dX l ) = 0 (^- 1 ). 


引理 5.2 当 s > 2fc 时, 5 = <S(n) 绝对收敛. 
证明由引理 5.1 知 


p(n 警11|警| = 。(《 _1_ ”， 
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由此可得本引理. 

引理 5.3 

I v ^O(xmn(P,\l3ri)). 

见 HeUbronn [ l ] 中的 （13) 式. 

引理 5.4 在 A /上， 我们有 

T„ =+ 0(P b ). 

见 Heilbronn [ l ] 中的引理 4 , Landau [3]. 

引理 5.5 如果-札 | C 且 | 队 | < D , 则有 

< a ： ⑻ (c* + cd*- 1 ). 

|l/=l v=l I 

证明 < =1 时，引理是显然的.用归纳法可得到一般的情形. 
引理 5.6 如果 s > 2 ifc + 1，则有 

5/」 nm 警+=即“ 


由引理 5.5 和文献⑴中的引理5可得. 
引理 5.7 如果 0< iV < P *, 则 


厂 e~' MN0 '[ll v d0 






见 Landau [3]. 

引理 5.8 如果0 < AT < 则 


0 \{ lud 0 


f .K) 






见 Heilbronn [ l ] 中的引理 7. 

引理 5.9 如果 o < Ar </» fc ， 则 








S[N)N 卜 1 
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证明由引理 5.6, 上式的左端为 

o{P a - k - i+b ) + e (n » / e_2nwa n j ^ da 


-- o(p a - lc - 1+b ) -t 




加 1 


Y.YI 争 1 e- 23 * 1 ” + o (53 g- * P»-*- 6 < * - 1 )〆 

Hlf 


= 0( P a ~ k ~ 1+b ) 






x (5+ 0(g 1- *) I +0(P a_fc-6( * _1) )5^g _1 

\ q>P" ) M 

r« (l + D 

= 0( p »-*- i +6) + J | o；t ― ^ SNi - 1 +0( P t - k ~ b ^- 2) ). 

r { k ) 

6. 关于劣弧的引理 

引理 6.1 如果 s > 10 fc 3 logib 且；> 20,则有 

^2 f Yl T^e~ 2xiNa da = 0(P*-* _(1-6) ). 

证明选取和 /> 满足引理 3.2 的要求.因为几何平均小于算术平均，所以 

/n i r - i d « < 去 e (/ 叫 〜《) = o ( p «-*+ 句 . 

因此，用引理 3.3 可得 

? / J 严 = o ( ， Ji ， i 1 总 H 
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定理1设 r ( iV ) 为丢番图方程 


N = Pi ( xi ) + • • • + P »( x s ), x v ^0 
的解数.当 it > 20 ，s > lOPlogfc 时,我们有 


r ( N ) = H a; r 


: M 




■ Si ^ N *- 1 + 0( P a - k ~ 1+b ). 


由引理 5.9 和 6.1 可得本定理. 


7. 关于同余式和奇异级数的引理 

下面的记号将用于本文余下的 部分： 

4为 P u ( h ) 所有系数的最小公分母， d v P v 0 x ) = Mh ). 
e v 为使得 

4> u { h ) = 0( modp e -) 

对于所有 / i 都成立的 p 的最髙次幂. 

P :{ hX 〜賴. 

M ( n ) = M ( Pi ，- •- , P ,, m , n ) 为同余式 
n = Pi (/» i ) + ••• + P ,(/ i ,)( modm ), 

0 m :， i / = 1,2, • •• ,s (7.1) 

的解数. 

当 m = p 1 时, N ^, n ) = N ( P lr --, P „-, p l , n ) 表示 (7.1) 式中这样的解的个数, 
其中 Pi ( hi ), ■■- , P ：( hs ) 至少有一个与 p 互素. 

如果 P u ■■- , P 3 为相同的多项式，则令 

M{s ■ P , m , n ) = - ■ ■ , P ., m , n ), 

N(s P , p l , n ) = N ( P 1 , -- , P „, p l , n ). 

S 为满足 p 5 < fc - 1 的最大整数. 

如果我 们用 ？ C = p 1+ t - 来定义 L ，则 4 K ， P ) = 1, 


7i/ 


6 u + 2 — t „ + S , 当 p = 2 时， 
e v + l - t v + 5, 当 p / 2 时. 
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7 = max(7i, - - - ,7«)- 
引理 7.1 如果= 1,则有 

引理 7.2 

^ Mq)= Trk M{m) ' 

引理 7.3 如果= 1,则有 

Y1 力 (9)= H A («) 5Z 4( 9 )- 

g|m ⑴ g|ro ⑺ 

以上三个引理可由 Landau ⑷中的方法证得. 

引理 7.4 如果 Q(h) 是一个*次剩余多项式 （modp a ), 而 Q'(h) 是一个剩余 
多项式 （mod〆)， 则有 

P a ~ 0 < k. 

证明 （1) 首先，我们考虑特殊情形 

Q(h) = Q r (h) = /i(/i - 1) • • • (A - r + 1). 

此时 



因为 I ⑽卜 <l(r - < - 1)!, 所以,我们有 

歡 {|( [弓 叫喵 ])}. 

如果 p ff |r 且 p— 1 彳 r •，则有 

§ [ 亨 ] _ + ^ 

其中&为满足〆1 < 的最大整数.因此，引理对于 Q r (h) 成立. 
(2) 因为 Q(h ) 可以写成 

k 

Q ( h ) = ^2 a rQrW ， 
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而 OrQr ( h){r = 1,2,••- , k ) 为剩余多项式 ( modp Q ), 所以，由情形⑴可得引理. 
引理 7.5 如果 l ^ j v + lM.h = y + p ,+ *-- s - _1 2, 则有 

凡 ( h ) s P „( y ) + V -1 ^(»)( mod P ， ) 

以及 

P ：( h ) = P ；( y )( modp ). 

证明由 Taylor 展开可得 

<!> u { h ) = < t > u { y ) + zp l + t ' , ~ e ' , ~ 1 4>' v { y ) 

+ .V (<+t - _ 〜 _1) C(y) + … • 

(1) p 乡 2 •因为 < t /^ y ) 是一 个剩余 多项式 ( rnodp 9 --*), 所以 

< t > Ah ) = < t > v { y ) + 2 p 1+ t dV “ y )( moV +tl/ ) 

(注意当 i > z 时，有 

pi (/ + C -^- D^M = 0 ( modp J+t -)). 

(2) P = 2. 此时， i ^( y ) 是一个剩余多项式 （ modjA -*- 1 ). 用情形 （1) 中的讨 
论可得引理. 

我们用相同的讨论可得到第二个结论. 

引理 7.6 如果+ 则有 

N ( p l )= p - 1 N ( p l ~ 1 ). 

证明在 (7.1) 式中，令 

hu = yv+p l+K ~ i> -~ 1 z v , 

其中0《办< p ,+ t ^- 1 ,0< Z ,< p 〜 +1 , 而 p 不能整除每一个 P ；{ y v ). 我们可得 
^=1 t^i [ 0^ Z U < p 6 - +1 . 

这个同余式的每一个解都对应于下面两个同余式的一个解 

[尺(如）三 nfmod〆 1 ), 0 ^ p 十每一个 P j ( 办)； (7.6.1) 

i/=i 
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公 z v Pu{y v ) = P -(Z_1) 户泰 )) (modp)， 0 < z" < p 9 " +1 , (7.6.2) 

1/=1 \ U=1 / 

反之亦然. 

接下来我们将证明前者有个解，而后者有 p - 1 iip 9 - +1 个解. 
由引理 7.5 知，当 ％ ;办 ( modp 4+ t r 〜 - 1 ) 时，我们有 P v ( x v ) = P ^ y u )( modp l ~ l ). 
因此， (7.6.1) 式的每个解都给出 

亡 p M = nimodp 1 - 1 ), 0 < y〆 P* +tl<_1 ，pf 每一个 PD 的 产个解 • 

i/=i 

因为 p 不能整除每一个 P ：( y v ), 我们可设 pt Pro ^). 于是，在 (7.6.2) 式中可 
以 （ xnodp tf ** +1 } 任意地选取= 2,3, ••- , s ), 而 q 是 ( modp ) 唯一确 定的. 因而， 
对于任一组 z v ( mod^+ 1 )(v = 2,3,... , s ), 有 p fll 个解 2l 满足0 < 2 i < p 九 +1 .我 
们可知, (7.6.2) 式有 p - 1 UUiP 6 ^ 1 个解. 

作为上面引理的推论，我们有 
引理 7.7 如果则有 

N ( p , )= j ,(*- r )(»- i ) jv ( p 7). 

引理 7.8 如果对于所有的整数 n , 有 M ( iV " . iVuArOX ), 则 
N { Pi , ■■- , P .- i , P „ p , , n )>0 

对于所有的整数 n 成立. 

证明因为 P ；{ h ) 不是恒等地同余 O ( modp ), 则有整数心使得 p f P ；( fe .),0< 
h < p l + t -. 由假设的条件，我们可见方程 
»— 1 

y ~^ Pu (. K ) = n - P t ( h a )( modp l ) 

K =1 

有至少一个解，因此，引理成立. 

令 H 为 假设： 对于所有的素数 p 和所有的整数 n ， 有 

AT(iV" ,P. 0 ,n,p-») > 0. 

引理 7.9 如果假设 H 成立且 s > max ^ o ^*:), 则有 
S ( n ) ^ D \ >0, 

这里 A 为依赖于 PAh)(u = 1,2,…， s ) 的系数的正常数，下面出现的 D 2 , D 3 , D 4 
亦然. 
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证明由引理 7.2 知 

iIp * 

再由引理 7.7, 

^>4(9) >p- ，(i " 1)_Et * ， JV(P ， ) (7.9.1) 

flip 1 

这里的下界已与 Z 无关. 由引理 5.1 可得 

5；A( g ) = l + ^A(p A )>l-D 2 f；p-^ =1--^—• 

9 |p< A=1 *=1 ^ ' 

如果 p > D 3 = (D 2 + l) b ，贝 lj 

n e 籼 ) >n(i_A). 

X>3<P<Pi flip* D s <p \ VP … 

其中 w 为第 l 个素数.上式的右端是收敛的.再由 (7.9.1) 式知 
II 1>(9)> 认， 

p<Ds 9|p' 

这里 D 4 与 i 无关. 

令 Z 趋向无穷.由引理 7.3 可得 

5(n) 彡 £>i > 0. 

因此,我们有 

定理2 当假设 H 成立且8 > max(s 0 - l，10fc 3 logfc) 时，有 

rp u -, P . i n ) >° - 

由 Hardy-Littlewood[l] 知，当 so = 4fc 以及 Pi = P2 = ••- = Puk = a; fc 时，假设 
H 成立.当 A =巧 = … = P 4 fc = #，而 P 4 k+i, ••- , P ao 为任意时，假设 H 就更成 
立了.因此，我们有 

定理3如果巧^ ㈨，…，朽㈨ 为任意 k 次整值多项式， S > 10fc 3 logA:， 则 
当 N 为充分大的整数时，我们可以取正整数 h lt h 2 ,---, h s , 使得 


iV = + • • • + /ijfe 4 - Pik+l{h^k+\) + • • • + Ps{h-») ^ 0). 
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更一 般地，我们有 

定理4 如果屯叱,… ，0* 为 Huston[l] 中定义的容许集， P t + i ( h ), ■■- , P 9 ( h ) 
为任意整值多项式，则当 W 为充分大的整数且 s > 10fc 3 logfc 时，丢番图方程 

JV = Oi/li + - ••+ Othf + ^t+l(^t+l) + • • ■ + 


有正整数解. 

在本文的余下部分中， 9 u , U , 4 > v , -- 中的下标1/将忽略. 


8. 关于0的引理 

引理 8.1 如果 p > it , 则有0 = 0和 < = 0. 

引理 8.2 如果 p </ k , 则有 

p e ^ k2 k ~ 1 . 

证明令 

♦(h) = coh k + ... + Ck-\h. 

于是 

Pt (co. •• - .Cfc-l). 

令 A 为使 

P^K^co.^- l)ci, ••- , 2 c k - 2 , Ck - l ) 

成立的 p 的最高次幂.而令《5 2 为 P 的最髙次幂，使得存在一个1次的剩余多项 
式 ( modp ^), 它至少有一个系数不能被 P 整除.于是，有 


沒在 占 1 + <52. 

因为 pt(co,ci, …，办一,)，所以 P 4 , 必定整除 1,2,... ， A 中的一个，因而0 
' rt-ll 〆 k — 1 




可得 


p Sa =e^V- 1 i° ,P . 

当 i 跑遍所有彡 2 的整数时， logx/(a: - 1) 在 a: = 2处取最大值.因此 


p e ^ p Sl+Sa < fe2*-' 1 . 
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因此，我们有 

引理 8.3 如果?》<左，*>4，则有 

^ k 3 2 k ~ l . 

9. Tarry 问题与关于奇多项式的华林问题之间的关系 

令 P ( h ) 为一个奇多项式，则 

P(h) = 60 ^ 21 + 1 (/ 1 ) + biQ 2 i-i(h) + • • • + biQi(h), 

其中 


bi 为整数，而 

参见 Hua [3 j 中的引理 2 和 4. 

引理 9.1 如果 s > - 1), 则 

N(s - P , p l , n ) > 0. 

见 Hua [3] 中的引理 40. 

在第9和10节中将证明，如果对于确定的 k = ko , 我们可以找到 Tarry 问题 
的一个特殊解（非平凡)，则由此我们可以对于所有的 A : > fco 推出的一个 
上界. 

我们设这个特殊解为 a , ，…，吆上，…，~。，即 

( a? + ••• + o^ 0 = 6? + --- + ^ 0 (1 < A < fco -2), 

I 沦 ^ +…+ 喩 -^ 沦 -^…+ 吻 - 1 . 

令 

«f 0_1 + …+ ^ -1 一中 _1 - b^-^x^b,^), 

而令 X 的最大素因子为 P . 对于 （9.1) 式的每一个解，我们都有一个对应的数 
9 = max (^ j ， p ) •诸 g 的最小者记为 T ( ko ). 

引理 9.2 设 fc 彡知， 




( bo , bi , ••- , bi ) = 


k-l = l(ko-l) + m, l > 0, 0<m<*o-l ，j ^ 
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则存在一组整数 a ： i , - , Xj \ yi , ■■- , yj , 使得 

+ --- + x^ = y^ + ---+y^ (1 < /i< fc-2), 

xf 1 + … + 十 1 # yf- 1 + … + y 》- 1 ， 


且 

增 + x^ 1 + •• + 岵 - 1 - l/f- 1 - y^ 1 

的最大素因子不超过 fc 和 p 的最大者. 

证明用 Maitland Wright [3] 中的讨论,我们可以构造一个多项式 


jo jo 

Mv ) = ( y - l )*° _1 / io ( y ) = y °' - ^2 y bi , 

«=i <=i 


且容易验证 

再构造 



fo(y) 


V=l 


= ( ko - l )! fto ( l ) = X ( ko ). 


m = {y-i) m (My )) 1 = (v- l) fc - 1 (*o(y)) , . 

则 /( y ) 包含至多 2 m {2 j l 0 ) 个 形如土 的项.进一步地，有 


增 = {«) fc 1 =(*-1)1( 知 ⑴’ • 

因而，引理得证. 

引理 9.3 如果 p > A 且 s > max i ( 2 fc o + 1 - 1 )V 则对于所有 

的奇多项式有 

N(s - P , p y , n ) > 0 

(实际上，这里的 7 =1). 

注意当 * 增长时,只有增长，而其他项保持不变 • 

证明 （1) 当 p 《 max ( p , 幻时，结论显然. 

(2) 当 p > majc { p , k ) Bt (此时 7 = 1), p f X ( k ). 如果 p f a(a 为 P ( h ) 的首项系 
数，它不必为整数，它的分母与 p 互素)，则对于任一个整数 n ， 我们总可以取 Xi , yi 
和: c , 使得 _;• < PW - 1 允且 


S ^ X p ( x + ^*) — P(x + Vi )) = aX ( k)x + y ( A ) = n ( modp ). 

<=i 
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如果 p|a ， 则 _P ⑻三 Q(/i)(mod P )， 这里 Q(/i) 为次数低于尸⑻的多项式•当 QW 
的次数超过 fco 时,我们可以对它用上面的讨论•如果 Q ( fc ) 的次数不高于 fc o ，则由 
引理 9.1 知,对于任一个整数 n 和 O i (2 k »+ 1 - l ), 同余式 

Q{h v ) = n(raodp) 

i/=i 

有解.因此，引理得证. 

引理 9.4 对于任给的 e > 0,当 fc — oo 时，有 

2 m+l ~ 1 j l 0 = 0(2 efc ). 

证明如果 fco 很大，则由 Maitland Wright [ 4 !中的结果知 

gm+t-iji ^ 2 m+, - 1 ^ 7 *° (fc ° 7 ~ - + 56) Z 

^ 2 m +1_1 fc ^ 

^ 2*°- 2+ 给^( _1+ 韦袋^). 


因为 i f 

lim -- 7 -1 H 

ko—oo Ko — i- \ 

所以，对于任给的£>0,总是一个 fco 使得 


41 ogfco \ 
log2 )' 


1 ( ! , 4 Io g *0 、 <e 

由此可得引理. 

引理 9.5 如果 ife 彡 10 ,p > k ,3> 2 i (fc-1 >+ 7 , 而尸 (/ i ) 为奇多项式，则有 

iV(s _P ， p'n) >0. 


证明因为 

l fc + 5 h + 10 fc + 24 h + 28 h + 42 fc + 47 h + 51* 

=2 h + 3 fc + 12 h + 21 fc + 31 h + 40 fc + 49 fc + 50* (1 ^ ^ 7) 


和 


1» + 58 + io 8 + 24® - 28 s + 42 8 + 47® + 51 8 
_ 2 8 - 3 8 - 12 8 - 21 8 - 31® - 40 8 - 49® - 50 8 
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=2 U • 3 3 • 5 2 • 7 2 • 11 • 13, 


所以，有 

ko = 9, jo = 8, p = 13. 

这里 

max ( p , 士2*° +1 ) = 341 

以及 

2 Tn+j-ljl _ 2 m +« _1 ^ 2 fco-1-4 io-i ，-1 = 2§( fc_1 ) +7 . 

由引理 9.3 可得结论. 

用定理 2 和引理9.1，我们可得 
定理5 如果> 20,则每个充分大的整数可以表作 
其中每个数均为*:次奇多项式 P(h)(h ^ 0) 的值. 

定理6 如果 P ( h ) 的首项系数为 a / fc !, ( a , lb !) == 1,则 


G { P ( h )} = 0(2**). 


由引理 9.4 并注意 J + 2, 即可得本定理. 


10. 关于一般多项式的引理 

令 K [2 l ) 为最小的 s , 使得同余方程组 

xf v + ■■■ + xl v = 0(modp), p\xi, i/ = 1, ■■- ,1 

有解.我们设 p > fc 和 2 Z < fc . 

引理 10.1 如果有 

a^* + • • • += 0(modp), p\xi 
和 

yi+--- + Vs a = 0(modp), p\yi, 

则 

»a *i 

[(:“ 队广 = 0(modp) 

ta=i ti=i 

以及 

£ = O(modp). 


1) 个数之和, 
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引理 10.2 存在一个整数 m $ 2 Z 使得 m|p - 1,但不存在整数 p 彡 Z 满足 

m|(p- 和 (P -上， 2 … >1- 

以上两个引理是显然的. 

引理 10.3 当 m 如引理 10.2 中选取且 s 彡 m(m+ 1)[ 引时，同余方程组 

x\ v + • • • + Xg V = O(modp), p\xi, v = !,■■■,I (10.3) 

有解 • 

证明因为 m|(p-l), 所以，存在一个整数 9 属于 m(modp). 因而,对于所有 
满足的有 

l iv + g 2v + (沒 2 产 + ••• + = 0(modp). (10.3.1) 

而未被讨论的 i / 即为满足 

(2t/,p — 1) = m 

者.由 Landau[l] 中的定理 301， 我们可取 *!>••• > a ： m + i > 使得 
+ ■■■ + x^ +l = 0(modp), p\x\. 

至多个 1 " 有此性质.因此，由引理 101 '可得本引理 • 

引理 10.4 

K(2l) < 21 - 3 1 . 

如果 f > 22,则 

K (2 l ) < 3 1 . 

证明 （1) 这里 

(m + l )^ U(m + l ) S = e 2Si£, ^ ±12 . 

因为当 a: > e - 1 时， log(x + l)/a: 是单调递减的，所以，我们有 
(m+ 1)>«1 <3*. 

( 2 ) 当 m = 2 时，因为没有形如 (10.3.1) 式的同余式,我们可以证明 
K(2l)<3'. 


当 m > 3时，有 


K {21) < m(m + 1)[番）彡 2 Z • 4赛 
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而当 Z > 22时，有 

2 i . 4赛 , < 3*. 

引理 10.5 如果 s > K (2 l ), t 是任意的奇数，则有整数…， ft ,， 使得 

h\ r + --- + hl r = O ( modp ) , i ^ r ^ 1 (10.5.1) 

以及 

h \ + ••• + 0( modp ). (10.5.2) 

证明由引理 10.4, 我们可以取 / ii ,- - 满足 (10.3) 式和 
/»1 + + • • • + / i * ^ (― / ii ) 4 + /ij + • • ■ + hg ( modp ), 

结论立得. 

每个没有常数项的整值多项式 R ( h ) 可以写成 

这里^(咕馬 ㈨ 为两个奇多 项式. 显然，/1扎(/1),/?2 ㈨ 都是整值多项式•令 
hRi ( h ), R 2 ( h ) 的次数分别为2“ 和 2 t 2 + 1. 我们可记 

t 3 

Ri{h) = ^2c v Q 2 u+i(h,), 

i/=i 

其中^都是整数. 

引理 10.6 如果没有整数 a 使得 P { h ) = a ( modp ) 恒等地成立，则存在一个 
整数 <7,使得由 R ( h ) = P (/^ + g ) 导出的 R 2 ( h ) 的系数〜满足 

Pt ( ci ， …， c « 2 ) (p # 2). 

证明显然， 

P ( h )~ R (- h ) = R 2 ( h ). 

假设结论不对.因为 R 2 (0) = 0,所以，对于所有的 h 和 g , 我们有 
P{h + </) — P(—h + q ) = 0( modp ). 

特别地，我们取 h = q , 则对于所有的 ft , 

P {2 h ) = 0( modp ), 

但这与我们的假设相矛盾. 
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令 r { P ( h ), p } 为最小的正整数 S ， 使得对于所有的 n ， 同余式 
= n ( modp 7 ) 

总有解. 

引理 10.7 如果 p > k , 则存在一个次数不超过+ 1的奇多项式 Q { h ) 丰 
O ( modj )), 使得当 

K (2 U ) r { Q ( h ), p } 

时,对于任一个整数 n , 同余式 

P ( h v ) = n ( modp ) 

i/=i 

总有解. 

证明由引理 10.6 知，存在一个整数 g 使得 
R / 2 { h ) ^ 0( modp ). 

于是，我们可以定义整数 T 使得 

Pl ( c * 2 , •• - , Ct a _ r + l ), p \ Ct a - T , 0彡 T < t 2 . 

令屹… ， M «1= 雄1>)满足 

/i? 1 * + • • • + = O(modp) , u = 1, ■•- , t \ 

以及 

h 2(t 3 -r)+i + … + /,2(t a -r)+i ^ o(modp). (10.7.1) 

我们来看 

9( h ) = R ( hi , h ) ( modp ). 

•/ =i 

这里 屯 ( h ) 为一个奇多项式.由 (10.7.1) 式知 

9( h ) ^ 0( modp ). 

由此立得引理. 

由引理 8.3,9.3,9.4,10.4 和 10.7, 我们可得 
引理 10.8 对于任给的£>0, 

r{P ⑻, p } = o (3 fc ( i +e )) 
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对于所有的 p >* 成立 • 

定理7 <?{尸(/1)} = Oik ^- 1 ). 

由引理 8.3,9.5,10.4 和 10.7, 我们可得 
引理 10.9 如果 fc >15, 则有 

r{P(/i),p} < max(fc3^ fc ]2i ( *- 1)+7 , fc 3 2 fc ~ 1 ) 
彡 fc 3 i fc 2 i (fc-1)+7 . 


因此，我们有 

定理8 当 fc > 20时，每个充分大的整数可表为一个 A : 次多项式 P ( h)(h > 0) 
的 [ kZM ^- 1 ^ 7 ] 个值之和. 

定理9 如果 P ㈨ 的首项系数为 a / k \, ( a , fc !) = 1,则 

阶 ⑻} = 0(3 fc _). 

11. 一些进一步的结果 


本节中，我们将描述一些可用于特殊多项式的方法，并简要地指出由它们得到 
的更多有趣的结果. 

(1) 由 Heilbronn 方法，我们可以证明，如果整数 


中有 4 A : 个构成 Huston 定义的一个容许集，则当 

s ^6 fclogfc + |4 + 31 og ^3 +|^|fc + 3 
时,对于所有充分大的整数 n , 方程 

Oi/if + • • • + cighg = n 

总有非负整数解.这包含了 Dicksonl 1 ! 关于推广的华林问题的一个结果. 

(2) 如果我们用 Weyl 通近代替引理 3.2 和 3.3, 并用 Wrightl 2 - 3 ' 的方法，由于 

a >2 fc - 1 ( fe -2) + 5 (fc > 3), 


我们能够对于多项式证明推广的 Wright 渐近公式.由此我们可以推出如下的关于 
低次多项式的结果. 
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令 G *{ P { h )} 为最佳的整数，使得 Waring - Kamke 问鹿在比例条件下可解•这 
里必定不存在整数 c 和 d(d > 1)，使得 

P ( h ) = c ( modd ) 

恒等地成立.结果概述如下. 

1. 如果尸 ( A ) 为3次整值多项式，则有 

G *{ P (/ i )} ^ 9. 

因为去掉了系数的限制条件，所以，这个结果比 Jamesl ' l 的结果要好，可参见 
James [2] 和 Hua [ l ]. 

2. G * + 肌 2 } < 26 [( i 4,6 B ) = l ]. 

3. G * { 士 i 4(/ i 4 - fc 2 ) + S / i 2 } < 31 [(在 S ) = 1]. 

4. 如果/ >(/») 为 4 次整值多项式，则有 

G *{ F (/ i )} ^ 65. 

5. 如果 _ P ( A ) 为5次整值多项式，则有 

<?•{■?(/»)}< 81. 

6. 如果 P ( h ) 为偶的6次整值多项式，则有 

G *{ P ( ft )} < 2304. 

7. 如果为6次整值多项式，则有 

G *{ P (/ i )} $ 4627. 

8. 如果 P { h ) 为7 次整值多项式，则有 

G *{ P ( h )} ^ 4691. 

⑶当 P { h ) 为奇的 fc 次多项式时，由 Hardy 和 Littlewoodf 2 ! 用过的方法，可 
以证明 

G{ , }< (*— 2) 〜 +5+ [^ 2 >;g ： ^ + _y- 2 >]. 
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虽然对于大的 fc 这个上界不是十分好,但当 it < 20时，它却给出了一些有趣的结 
果（见 Hua [3]). 

(4) 通过选取特殊的多项式能够改进引理 8.3 中的上界.可以有许多的选择，它 
们使第7节中定义的以 0) = 1,特别地，易见 

Gji ^+ ar )! <10* 3 logfc . 
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华罗庚（剑桥） 


本文的目的是要 证明： 当 a >2* + 1时,关于丢番图方程 
•AT = xf + …+ a:: ( x v ^ 0) 

解数的 Hardy-Littlewood 渐近公式 成立. 仅当 fc < 14时，这个结果才是新的.而 
fc > 14时， Vinogradov 的工作要好得多.最感兴趣的特殊情形是 * = 4,对此, 
EstermaniP, Davenport 和 Heilbrom^ 证 明了： 每个充分大的整数均为17个4次 
幂 之和. 但是，他们没有给出解数的渐近公式. 

更确切地讲,我所要证明的是下面更一般的 

定理设巧(0；)均为 fc 次整值多项式，它们的首项系数分别为正数 
ai,--- ,a 4 . 令 r(N) 为丢番图方程 


N = P ^ xi ) + • • • + P a { x a ) ( x „ > 0) 

的解数.则当 a > 2* +1时，我们有 

， r a (l + r) 

r ( N )= — J S { N ) N^~ X + 0( Nt - l ~ s ), 

v=1 r u) 

这里 <5 = 2 l ~ k a - 2 - e,e 为任意小的正数，而 S ( N ) 如我以前的文章④中所定义. 
我将另文给出这个定理的一个应用 ：证明 


G { P ( x )) ^ 17, 

其中 P ⑷为 4 次多项式，首项系数为正，且不存在整数 9 (> 1) 使得 
P { x ) = P(0)(modg) 


① 1938 年 2 月 1 日收到.发表于 Quarterly Journal of Mathematics, Oxford Series, 1938, 
9: 199-202. 

© Proc.London Math.Soc., 1936, 41 ： 126-142. 

③ Proc.London Math.Soc., 1936, 41 ： 143-150. 

④ Proc.London Math.Soc., 1937, 43 ： 161-182. 
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恒等地成立. 

定理的证明实质上依赖于下面的引理，而它本身看来也是有趣的. 

主引理设是一个次整值多项式， 

p 

/ ⑷ = exp(2n:iP(i)a). 

Z=1 

则有 

f 1 \f{a)\ x Aa = 0^), 

Jo 

这里 （A, n {\)) 位于由顶点 （2' 2*^-1/+ e)(i/ = 1，…，⑴连成的折线上， O 常数仅 
依赖于 P(X) 的系数和 e. 

关于这个引理在特殊情形 P(i) = ** 下的改进，及其在堆垒素数论中的应用, 
以后将另文给出. 


主引理的证明 

由于 t 

l0g (/ l /( a ) l * /da ) 

为的凸函数①，我们仅需证明 

j :\ f ( a)fda = 0(p 2 〜 +e )， «/ = 1,2, ••- , k . (1) 

不失一般性，我们可设 P(x) 是一个整系数多项式.事实上，令 g 为 P(x) 系数 
的最小公分母，由 Holder 不等式可得 

,! ,1 « 1^1 

I |/(a) | A dQ = / exp ( 2mP(qx + a)a) da 

J o J o a=1 

a ,i i 1 ^) X 

矣 q x ~ l ex P^ n!l { p ^l x + a) - F(a))a) da, 

a=l i=0 

这里 P(qx + a )~ P ( a ) 是一个有整系数的多项式. 


①可见 Hardy, Littlewood, P61ya. InetpuUitiea, §6.12. 
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当 P = 1时， （1) 式是平 凡的； 而当V = 2时，它是一个熟知的结 果①. 我们将 
用归纳法来证明 （1) 式. ‘ 

我们将采用缩写 

△„Q(x) = -(Q(x + y) - Q{x)). 

假设公⑷是 ft 次的多项式，则 A v Q(x) 就是 ft - 1次的多项式.用表示变量 
I的项数为 0(p) 的和式. 

由于 

\f{a)\ 2 = ^2 ^2 exp(2;ii(P(a：i) -尸 (a; 2 ))Qr) 

fa—L 
P P 

= 53exp(2iti(P(a：2 + yi) - P(x 2 ))a) 

VI 
P P 

= ^5 Zexp (2 jtii / 1 A „ 1 F ( a ；2) a ), 

Vl *2 

用 Schwarz 不等式可得 

l/(a)| 4 Eexppjtij/! 〜 P(x 2 )ct) 

Vl I X2 
P P P 

exp(2myi2/ 2 A ya A Vl P(x 3 )o), 

Vl Vi >3 

这里意为 A = O(B). 反复这个过程,对于/1 = 1,2,…， fc - 1 有 

5^exp(2ni2/i … A vl P(® M+ i)a) 

Vl Vm *m+» 

《 p 2 ** -1 +P 2M_M-1 X].. •exppjtij/r" y M A Vw … △ Vr P(a; M+1 )Q ： ) ，（ 2) 

Wl ViA *M+» 

其中 * 表示条件 

vi … a Vi p (2 m+1 ) ^ o. 

因此，我们可得 

f |/(a)rda< f 1 |/(a)r- l da + p 3 - 1 - 


①可见 Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd.l, 定理 262,37. 他只处理了特殊情形 P(*) — 
x k . 关于一般情形，可见华罗庚 (J.Chineae Math-Soc； 1936, 1： 23-61) 的引理 11. 
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/•I P p P 

x / 51 … 

J0 Vi Vu-i x u 

■■■ A ^ PMamoc ^ da . ⑶ 

由归纳法假设 ， （3) 式右端的第一项为 

0(p 2 卜 1 - 1 • p 2 *" ， - +1+e ) = o{p iU - v+e ). 

( 3) 式右端的第二项为 

〆 1_t/ / H …… e *P(2ni(yi … 办 -iAr-, 

J0 Vl Vv-l Z„ *1 2 a t—1 

… A Vl P(x„) — P(zi) + P(z 3 ) -+ P(^-i))a)da 

=广1, 

这里 fl 为方程 

/ Hp-iAi/h … = 巧勿） - P(22) + - P(z 2 —i), . 

\ Vi •■- A y „_, - - - Ay, P(x v ) ^ 0 , z^, y u , x v <^.P 

的解数 . 

对于给定的…,，⑷式的解数为 

0 (d^ 1 (P( 2 1 )- P(Z 3 ) + -••-P(—->))) ①. 

因为 d(n) = 0 (n*), 所以，我们有 

•• E # d — 分⑹- P(Z2) + …- P ( z 2 .-.))< ， 1+ ' 

其中 # 表示条件 P( 2 l) - P(Z2) + ••■- PC^-O^O. 因此，引理得证 . 

定理的证明 

令 p = iVF, 

Pr 

5 r(a) = 51 exp( 2 «iP r (x)o), 


① d ( n ) 表示 7i 的因子个数. 
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其中 Pr 为 Pr(x) = N 的最大根.显然，当充分大时， p r 总存在且 p 《 Pr 《 p. 
因而， a 

r ( N ) = / TT 5 r (a)exp(—2niaiV)da. 

Jo r=l 

由我以前的文章$中用过的方法，可知优弧部分容易处理.所以，我们只需估计劣 
弧上的积分 

由 Weyl 定理 ® 和主引理，我们有 

W 《 ? (1-2 1 --+«)(.-^) jf 1 JJ | 5r (a)|da 

《 p (l-2 I - k +e)(»-2 fc ) (fir |5 r (a)| 2 *daj 

《 p B - k ~ s . 


因此，定理得证. 

在本文结束之际，我要对审稿人的宝贵意见表示衷心的感谢. 

(贾朝华译) 


① Proc.London Math.Soc., 1937, 43 ： 161-182. 

② 见 Landau, Vorlesungen uber Zahlentheorie, 定理 267. 
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华罗庚（中国，昆明） 

令 M ( k ) 为最小的正整数 s , 使得方程组 

a{* + = 6{* + --- + ^ (1 < A ^ k), (1) 

4 +1 +… + Of +1 + …+ 65+ 1 (2) 

有整数解.在本文中，我将证明 

logi(fc + 2) ) 

所用的方法是非常初等的，不需要预备知识®. 

本文中， CLC 2, • ■-总表示仅依赖于 * 的正数. 

引理1任意给定一个正数丑，总存在一组正整数 a !,--- (仅依赖于 A : 和 
H ), 使得行列式 

1 … 1 

«1 … o-k 

Dk = 

十 1 … aj - 1 

主对角线上的元素之积,要大于 D fc 的行列式展开式中所有其他项的绝对值之和的 
H 倍. 

证明我们用归纳法.设 < Pj ( ai , ••• , aj ) Dj(j < k ) 的主对角线元素之积, 
减去的行列式展开式中所有其他项的绝对值之和的 W 倍，则 

•/ .<*j) = - . a j-i) - ^(ai, • ,aj), 


① 1938 年 5 月 31 日收到.发表于 Quarterly Journal of Mathematics, Oxford Series, 1938, 
9： 315-320. 

② 由 I.Vinogradov 的一个引理，我们可以得到 （1) 和 （2) 式在范围0 < <n < P,0 < hP 中解数 
的更淸楚的信息.确切地讲，我们能够证明这些解的个数 r(P) 满足 

cP 2 * - i fc(fc+1) < r(P) < c , P 2s- i fc(fc+l) , 


M ( k ) ^ ( A ： + 1) 


其中 C 和〆仅依赖于 fc. 
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其中 命为 aj 的 j -2 次多 项式. 于是，如果 a u --- .oj-! 己经选定使得办 -1 为正, 
我们可以再取巧充分大使得幻 为正. 而最初有勿= 1. 因此，归纳法完成. 

引理2 设义 t ，…， X fc 是位于区间 

OiQ 《 Xi ( 2 (nQ 

中的整数， 这里叫 如引理1中所定义.又设 AT 为 (Xj,--- , X k ) 的组数，它们使得 
尤 f+ + + ■■■ + X k 

落入给定的长度分别为 

OiQ^OiQ^), - ,0(Q)，0 ⑴ 

的区间里面，则有 

N = 0(1). 

证明如果 ， X fc ) 和（X〖，… , X ' k ) 为两组满足引理的要求者，则有 
Xi - X [ k + -- + Xj ^- X' k k = 0 { Q k ~ l ), 

Xy - X ^+ '+ Xk - X ^ 0(1). 

令 v< = 足 _ 义丨.因此，我们有 


Ak,^ + ■■■ + A k , k Y k = 0(l), 


其中 

Atj = X 广 + X^-^X'j + • • • + 

于是， 

(k-i + lKo^O)*-* < Aij <(*-< + l)(2 〜 Q) fc -*. 

考虑行列式 |^|. 其主对角线上的元素之积除以 D fc 中的对应项，要大于 




再者,|^, 3 -[的行列式展开式中所有其他项的绝对值之和,要小于 Dfc 中的对应项的 

2 ifc(fc-l) fc jgifc(fc-l) 
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倍.由引理1,取 H = 2i fc ( fc - 1 \ 我们有 



此外，又有 

0(Q k ~ 1 ) ^1,2 - A uk 

: : = 0( Qi fc(fc_1) ). 

0 ( 1 ) Ak,2 - - - Ak,k 

因此 

Yi = 0(1). 

类似地 

Y 2 = 0(1),- - ,Y k = 0(l). 

这样，我们就得到了引理. 

令为方程组 

E = EE 4 ( i < h ^ k ) 0) 

j"l t=l j=l >3 lJ 

的解数，其中 X 满足条件 

ai p ( i - i ) J -' ^ Xi j < 2 a i P < 1 - i ) >_， (i = l ,2,--- , A ), (4) 

而 〆 也满足同样的条件.又令为方程组 

3=1 «=1 j=l t=l 

的解数，其中 x 和 x ' 满足与上面同样的条件. 

引理 3 

证明令 r ( ni ， …，叫-〗）为方程组 

n k 

(1 ^ /i < fc — 1) 

j=l i=l 

满足条件 （4) 的解数.于是,显然有 

E … Z Km, ••- ,n k -x)> c 3 P k ^-i^ "^-ir-') = cgP^d-a-i)"), 
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这里和式过所有可能的 ni , … ， rifc _ i •因为 csP h 彡< c ^ P h , 所以，由 Schwarz 不 
等式可得 

[.•53 r ( m , -- , n fc _ i ) 


^ '/S … 5Z ' n *=-0 

y **i "fc-i *>i nn_i 

< / c 4 P 1 +*+- +*-> 乙… X ； r 2 ( m ,- - ,«*_!). 
V m "*-» 

因此 

忠 = 51 … E r2 ( n i ，… ,«*- i ) 

> C 2 p 2 fc a ( i -( i - ir )- i *( fc - D . 

引理 4 

R k = 

证明由⑻和⑷式可得 

k k 

o ( P M1_ * ) ) w *). 

<=1 i=l 

于是，对于固定的 Xi , i (* = 1, •• - , k ), 

k k k 

•••. y ~! x»,i 

*=1 i=l <=1 

落入长度分别为 


0(/^(1-幻)，<9(尸(*-1)(1-*巧… >0 ( p ( i - t )) 
的区间里面.因为区间组 （5) 可以分成 


( P k ^~ i ) p ( k - l )( l - t ) 
I P*-l pk ~2 


: 0( p fc - J ( fc + i )) 


户 (1- i ) 
~~ p ~ 



( 5 ) 


on on … , o ( P ), o ( i ) 


个长度分别为 
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的区间组，所以，由引理 2( 取 Q =戶）知， x <, i (* = 1,…，幻的组数为 
0 { P k ~^ k+1) ). 

因此， XM 和 xS , i(i = l ,--. fc ) 的组数为 

0 ( p 2 fc -*( fc + l )). 


进一步地,对于固定的 < i < 恥 1 < j < f 一 1) 和 Xi , i(l < i < fc )， 由 

(3) 和 （4) 式,我们可见 

…， 

*=1 t=l i=X 

落入长度分别为 




的区间里面.因为 


pfcd-t)' p(fc-i)(i-*)« 





所以，由引理2(取0 = /> (1 _1^ _1 )知，糾的组数为 
0 (p(fc-i(*+»))(i-i)'- 1 ). 


因此,对于固定的 Xi , 3,^(1 1), 扣 和;^的组数为 

0 (pC2fc-i(fc+l))(l-i)«-»j 


合之可得，在限制条件 （ 4) 之下， （ 3) 式的总解数为 

0(P(»-i(*+i))(i+(i-i)+ …+(1- 去 )"- 1 >) 

= 0( p ( 2 fcI - i fc < fc + l ))< 1 -( 1 - i ) n )). 

定理如果 n > log ^( A : + l )/( logfc - log ( A :- l )), 则存在无穷多组整数满足 
= (1 ^ ft ^ A - 1), 

j=i »=i j=i «=i 

n k n k 

j=l t=l j=l i=l 
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证明我们考虑那些满足⑷式的和么.显然，定理中方程组的解数就 


对于充分大的因为 

Iog^(A + l ) 
n > log* - log(* - 1) ’ 

所以，由引理3和4知， 

R' k -Rk> c 2 P 2fca(1_(1_ * ) " ) '' lfcC * _1) 

_ o(p(2fc 2 -ifc(fc+i))(i-(i-i) n )) 

> C7 p2fe a (l-(l-i)»)-i*:(fc-l). 

由此立得定理. 

在定理中用 fc + 1代替 fc, 我们可得 

( log^(A: + 2) 1 

M(fe)<(fc + 1) —^~~ pr +1 • 

由此可以推出 ，、 

^ < 1. 
k—oo k^logk 

下面我将指出如何改进右端的常数.但是，我们无法改进它的阶. 
设- 1是一个奇数.令 JOT 为最小的正整数《，使得 


i=l i=l 


可解.用上面的方法，我们可以证明 


a? H + • • ■ + af = + • • ■ + ( l ^ h ^ l -1), 

af + ... + af^bf + --- + bf, 
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^((i + my + (x - (nY) 
i=l 

-- + biY + (i - bif) (l < t < 2( - 1), 


y^((g +oi) w +(x - a*) 2 *) i= y^((g + &«) 21 +(* - &t) 21 )- 


于是，我们有 


雕 ） < 2J(I) < 21 


tog - (卜 1) 

logl - log(i - 1) 


log-(fc + 3) 

^^ k + 1) log(fc + 1) - log(fc - 1) + 1 


另一种方法是重新考虑 （3) 式中的“尾巴”，即对应于 Xm 和;的部分.用 
此方法可以在结果中减去一个> 的数. 

注1.当 fc > 15时，这里给出的结果要好于 E . M . Wright 的 结果. 他证明了，当 
A 彡12时，有 

• . 7* 2 ( fc - ll)(fc + 3) 

_ <-216- • 

注 2. 当我们将 a 和 fc 限制为素数时，定理仍然适用. 


(贾朝华译) 



表整数为素数幂之 和®® 

华罗庚③(剑桥） 


设 fc (> 4) 是一个整数 ， a = i 


f fc 3 (logfc + 1.251 oglogfc 2 ), 当 fc > 15 时， 
\ 2 fc - 1 , 当 fc <15 时, 


而 


设 P 9 | l *, 


log - + log(l - 2 a ) 

1 ~ log * - log(k - 1) 

f 0 + 2, 当 p = 2,2 |fc 时， 
\ 0+1，其他， 

n p' 


定理当 s > 扣时，每个充分大的整数 W e s ( modK ) 可表为 s 个素数的 fc 
次幂之和，这里 s 0 = s 0 ^ k ) = 2 k + 2 m + 7. 

值得注意的是：对于大的 fc，so 的阶为 6 fclogfc , 这和 Vinogradov 关于华林问题 
的结果④一 样好； 而对于小的 A , 有的⑷= 19, s 0 (5) = 31,这很接近于 Davenport , 
Bstermann 和 Heilbronn 的结果⑤.本文的方法也可用来证明：当 s > fc + m + 
4( 〜 3 Al O gA 0 时，几乎所有的整数 iV = s ( modA ：) 都可表为 s 个素数的 fc 次幂之和. 
对于 fc = 3, 本文的方法给出⑧郎(3) = 11. 


① 1938年2月28日收到.发表于 Mathematische Zeitschrift, 1939, 44(3)： 336-346. 

② 关于结果的一些初步描述已经发表在 Compt« Rendus de I’ USSR, 1937, 17(5). 

③ 时任中璀教育与文化促进基金会研究员. 

④ On the upper bound of G(n) in Waring's problem. Buil.de I'Acad. de I'URSS, VII Serie, 
Classe des sciences math, naturelles, 1934： 1455-1469; Une nouvelle v&riante de la demonstration du 
theorem de Waring. Compte Rendus, 1935, 200： 182-184; On Waring's problem./Irmais of Math., 
1935, 36: 39&-405. 

⑤ Proc. of London Math. Soc., 1936, 41(2): 26-150. 

⑥ 作者已经找到了一种新方法，由它可以 证明： 每个充分大的奇数可以表为9个索数的立方之和.这 
将另文发表. 
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本文由三部分 组成： 

1. 奇异级数的研究. 

2. 关于华林问题的一个引理. 

3. 定理的证明. 


1. 奇异级数的研究 


w h , q = Yl e «( W *)， 

i-i 

S ( N ) = f ^ B t ( N , g ). 

9=1 

引理 1.1 如果 （^,92) = 1, 则有 


以及 


证明 


B a ( N , qiq 2) = B B { N , qi ) B a ( N , q 2). 

令, =+ i 油 ，则 

9a = S + *9|^) 

ia=i 


第二个结论是前一个的直接推论. 
引理 1.2 如果 t>7, 则有 


W ^ h . p * = 0. 

证明 4- Z = Zi + /沙*- 9 - 1 .由 Landau ①的定理 290( 对 p = 2作一点简单的 
修改)，我们有 

p 1 -®-' p s+1 

^.p* = J2 E e P*(^i + P^^kl^h)) = 0, 

*1=> h=l 


① Vorlesungen iber Zahlentheorie.Bd.l. 这个注释在相似的场合就不再重复了 . 



表整数为素数幂之和 


59- 


这里用到了 p \ lxkp ~°. 

引理 1.3 

这里 O 常数依赖于 fc 和 e. 
证明由引理 1.2 知， 


W h , q = 0( qi +e ), 


W htP . = 0(1), 当 p|A= 时， 

W h , p t = 0, 当 pt* 且 t>l 时. 

进一步地，由 Landau 的定理311,我们有 




ky / p , 对于所有的；3, 
P ^ +C , 对于 


设 9 :心 ... p ^ ■且 Pl <灼 < … < Pu . 则由引理 1.1 可得 

n i ^ 4 . p；-i n i ^ i = o (^ +e ). 

Pi^ki Pi>ki 


引理 1.4 如果 a >4, 则 


其中 


S ( N ) = Ux P { N ), 


Xp(N) = 1 + Z 氏 (7V,p*). 


证明由引理 1.1,1.2 和 1.3 可得. 

引理 1.5 令 M.(p*,iV) 为同余式 

xf + …+4 三 iV(modj/) ， p|si 0<Xi<p l 

的解数.则有 

N ) = l + ^2 B t ( N , p d ). 

d~l 

证明我们有 

E …⑽ + … + C-A0) 
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= p -* E ^ Ve P *(-^) 

h—l 

= p _ w ) u+'pB^N^y 

引理 1.6 ( I . Chowla 和 Davenport ) ①设 Xi ， …，: Em 属于 m 个不同的剩余类 
modp 4 , 而 j / i , … ， y n 厲于 n 个不同的剩余类 modp 1 , 且任两个吣互不同余 modp . 
则由 

Xi+yj (1 < t < m, 1 < j < n) 

所表示的不同剩余类的个数大于或等于 

min(m + n — l , p l ). 

引理 1.7 当且 （ p - l ) t *： 时，有 

因为 ( p - l ) tfc , 所以，当 * 跑过1,2, ••- , p - 


证明 l ) p | fc . 此时，有 
l ( modp ) 时，给出 


P ~ 1 


个不同值 modp . 因为 


*’P-1 一 

8 > 4fc > ^ , 

2 

所以，由引理 1.6, xi + --- + x k a ( p \ Xl - - x s ) 给出 

min(d + (d - 1)(« - l ), p ) =p 

个不同值 modp . 

2) k = p 9 ko , p \ ko . 因为 

a ^** 0 = a ;* 0 ( modp ) fP ( ko,p — 1) = 1, 

所以, / 给出至少 p - 1 个两两互不同余 modp 的值. 又因为 


P -2 


①可见 Landau. Uber einige neuere Fortschritte der additiven Zahlentheorie. Cambridge 
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所以， if + • • • + 1* 给出 

min(p — 1 + (p — 2)(« — l),p 7 ) = p 1 

个不同值 modp 7 . 

引理 1.8 如果 s e iV(modp' T ) 且 （p— l)|fc, 则有 
M a ( p ' t , N )> 0 . 


显然. 

引理 1.9 如果 s 彡 4fc, 且对于所有满足 （p- l)|fc 的 p, 有 s 三 AT(modp 7 )， 
则 

S ( N )^ 4( 与 iV 无关）> 0. 

证明用引理 1.5,1.7 和1.8,对于所有的 p, 我们可得 
Xp >0 - 

由 Landau 的定理311知 

|B.WP)I < < ( 2fc )*P" f+1 - 


因而，对于 p > (2*” •，有 
我们可得 


: ( P -1)- 
X P > l-p _5+l+ i. 


s{N)> n n (i-p _s )> a>o. 

p$(2fc)«* p>(2fc)'** 

注： 同理，我们可以 证明： 当 A = 3 而 s = 11或9时，对于所有的奇数 AT 有 


S ( N ) > A>0. 


2. 关于华林问题的一个引理 

设 AT 是一个大的整数， p = In -, 

T ( a , P )= e(n fc a), e(x) = 

P<n<2P 

Ti ( a ) = T(a,a_‘pX) (i = 0, ••- ,m+l), 
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Q(a) = Ti(a) ••- T m (a)T^ +l (a) = 5^7v„ +2 (n)e(na )， 

R(a) = T 0 (a)Q(a) = ^r m+3 (n)e(na )， 
T^(a)fl(a) = ^r fc+m+3 (n)e(nQ). 

令〜勿 ，…为仅依赖于 fc 的数.于是， 

Ci p*-X-(k-2)(l-a)-+^ ^ 卩⑼彡 ^pfc-l-dc-SKl-a)^' 

下面的 O 常数仅依赖于 *： 和£，其中£为任意小的正数. 

本节的目的是要证明 


E r fc+-+3(«) = O(P t+2 Q 2 (0)). 


我们按通常的方式，将区间0 < a < 1分成厲于所有有理点 

P k ~ 1+e , 0 < /I < (；i, 9 ) = 1) 的 F^reyStt. 每个弧都有形式 

h a 

a= - + 0 , 


qpk-i-i 


! qpk - i+t 1 


令 M h , q 表示一个弧（或弧的一部分)，它满足 

q ^ P ^, 


gpfe(l-i)' 


而令五为不属于任何 M h ,„ 的点集. 
设 

Sh,q ■■ 


- te , 

v=l 


„( v k h ), 


以及 


T m (a,h,q) = q~ 1 S htq 
引理 2.1 ①如果 （h,<7) = 1, 则 

5^ = 0(^--). 


e ^^ dy . 


① Landau 的定理 315. 
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引理 2.2 (Davenport 和 Heilbronn) ① 

f ； e,(te fc ) = ^5 M + 0(g5 + «). 
2=1 " 

因此，如果 m < g, 贝！ J 对于 fc 彡 4, 有 

一). 


引理 2.3(Wey ②和 Vinogradov®) 如果 a 属于对应 P 1 " 6 < g < 的 

弧，则有 


T(a) = 0(P 1 -i+ e ). 


引理 2.4 i 

j : I 丑⑷ | 2 da = X；r^ +3 (n) = 0(^^(?(0)). 
证明 Z>^ +3 (n) 为方程 


岫 + … + 4 4 + 1 + 1 = 始 + … + A + ☆+1 + 以+ 1 ， 

2-<p(l-«) < ^ Xi) y. ^ 2 1 - i P< 1 -°) < 

的解数.当 P 充分大时，总有而= yi (i = 0,1, …， m). 如若不然，设 t; 为第一个使 
x v ^ y ， 的下标，于是，当 P 充分大时， 


必定大于 


Vv+l + •••+ l / m + l . 


可得出矛盾.由熟知的结果，方程 

x m+l + x m+\ = !/m+l + J/m+1 

的解数为0(户(1-»)- +1 +«).引理得证. 

引理 2.5 

r*(a,/»,g) = 0(q~ a mm(P, \0\~ a )). 

① Ptoc.o/ London Math-Soc., 1936, 41(2)： 449-453. 

② Landau 的定理 267. 

③ 我要感谢 Vinogradov 教授告诉我这个新结果. 
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证明因为 

5 h ,,= o(n 

以及 2P 

£ ^"dy = O(P), 

所以，只需证明 ^ 

J e^^dy = 0 (\p\~ a ) 

即可.而这由变量替换立得. 

引理 2.6 如果 g < 尸 1 -'|/3| < 则有 

T(a)-T%a,h,q) = 0(q l - a+t ). 


证明由 Estermann 的讨论(§§2.4-2.7)®,并用引理 2.2 代替 Weyl 的估计， 
可以证明引理. 

引理 2.7 

/ |T 0 fc (a)/e(a)| 2 dQ = 0(P* +2 - c ， Q 2 ⑼). 

Je 

证明因为 a 不在中，所以，下面三个条件至少有一个 满足： 

( i ) P l ~ e < q < : P fc - 1+e ; 

( ii ) Pi < q ^ P 1 '*; 

( iii ) 

由引理 2.3,2.5 和 2.6, 在 E 上 ,我们有 

Tb ( a ) = 0(户_”. 

再由引理2.4,可得 


^|r 0 2 * ⑷月 2 ⑷ Ida 
= 0( p2fc(l-i)^ 1 | i?(a) |2 dQ) 

= O(p2 fc (l-i)+l+eg(0)) 

= 0(p2fe(l-i)+2-fc+(fe-2)(l-a) m+1 Q2^o)) 


o ( p * +2 - cs g 2 ( o )), 


这里用到了 


① Ptoc. of London Math.Soc., 1936, 41(2)： 126-143. 



表整数为素数幂之和 


65. 


-y + (fc - 2)(1 - Q) m+1 

< - ^ + (fc - 2)(1 - 


- + (*-2) U (1 




引理 2.8 


^2jjT$(a)R(a)\ 2 da = 0(P*+ a Q 2 ⑼). 

证明由引理 2.5 和 2.6, 在 M 上，我们有 

几 ⑷= 0(q- a min(P, If)) + Of+O 
= 0( 9 -° min ( P ,|/3|- 0 )). 

所要估计的和式不超过 

O ^ J M g- 2(fc+1)a min(P 2 (* +1 ) , |/9r 2(1+a) )<3 2 ⑼ d/?) 
=o ⑼) 

= O ( P fc +2 Q 2 (0)). 

引理 2.9 

E ^+ m +3(») = 0(户 +2 0 ⑼) • 

证明由引理 2.7 和 2.8, 可得本引理. 


3. 定理的证明 


令 


3( tt , p )= Y , 

P<p<2P 

相应地，我们定义 3^( a)(i = 0,1，… , m,m + l ), 力 ( a ) 和 3 J ( a ). 再令 


和 


9 0 +1 («)^(«) = [» i »+* +3 ( n ) e ( na ) 
9 o fc +3 («)^ 2 ( a ) = 5^^ m +2 fc +7 ( n ) e ( na ), 



华罗庚文集 


因此， ^2 m + 2* + 7(») 为方程 

«=Pl+--+ P2m+2k+7 


的解数，其中 W 满足一定的条件. 


令 


%{ a , h , q ) = 


v ( q ) , 


E 


e ( n 0) 

n 1_ °logn' 


我们将区间 0 < a < 1 分成厲于所有有理点 -(1 < « ^ N 1-^,0 ^ h ^ 

q 

q ,{ h , q ) = 1) 的 Farey 弧，其中 i = \ ogN , a 0 是使引理 3.1 成立的数.我们再将这 
些弧分成优弧和劣弧 m { L °° NL ^). 在两种情形中，弧均 


有形式 



~~W 


40( 


e 2 L ao 
qN ' 


其中$ <氏< 1. 

引理 3.1(Vinogradov) ①存在一个整数 cr 0 , 使得在 m 上，有 
3 0 ( q ) = 0{ PL - a ). 


特别地，我们可以取 吖使得 a > 2* + 2m + 8. 

引理 3.2 

/ |9? fc+3 (a)i5 2 (a)|da = 0(P fc+3 Q 2 ⑼ 
证明由引理 2.9 和 3.1, 我们有 



( a ) ft 2 ( a)|da 


=0 ( PL -。 £ 网 +1 ⑷为⑷ | 2 da) 

= 。 L~ a ^ r m+fc+3( n )^ 

=0 (W^rUrO) 

=0 (P* +2 Q 2 ⑼ 凡-勹 • 


① Comptes Rendus de VURSS, 1937, 16(3). 
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引理 3.3 ( Siegel - Walfisz )® 如果 g < L ' ( Z , g ) = 1, w 彡 iV , 则 

n(n;l,q) = -^-rlin + 

< PKQ ) 

引理 3.4 在 A / 上，有 

洳⑷ - ^ 0 (a,h,q) = 0(Pe~ c ^). 


这是引理 3.3 的一个推论®. 

引理 3.5 

%( a , h , q ) = 0( q -5 + e min ( P ,|/3|-°)). 

这是引理 1.2 的推论. 

引理 3.6 

1^* +3 («) - ^ 2 * +3 («.^ 9)11 护 (a)lda 

= O ( i > * ;+3 Q 2 (0) e - C4 ' /E ). 

证明由引理 3.4 和 3.5, 在 M 上，有 


^0* +3 (°) - 9 ； 2fc+3 (a,/»,<7) = 0((PL~ i* 70 ) 2fc+2 Pe-^) 

= 0(p2fc+3 e -crvTj 


因此,所要估计的和式不超过 

9 - P 2fc+3 e- C7VE - ⑼) 

= O(P fc+3 Q 2 (0)e- c «' /I ). 


E q 


引理 3.7 

谷义 O ㈣ 卜 -( 為广 + 

= O(P* +3 Q 2 (0)e- c#VE ), 


这里 


<A 



① Math.ZdUchr., 1936, 40： 592-601. 

② 可见 Davenport 和 Heilbronn. Proc.of London Math-Soc； 1931, 43(2)： 142-151, 引理 2. 
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证明我们有 

卜 (a) _ 5 ( 会 ) 卜 5Z r “2( n ) Jc(na) - e (n|) 

= 0(#— 1 剛 0)) 

= 0( P _1 L ff °Q ⑼). 


进一步地，由引理 3.3 知 

3 香 E 

2-*P(l-«)* <p<2-« + 


e g (hp k ) 


£ e,(hl k )(n(2 -- ；/,?)) + 0(〆 ） 

>-i 

j > a -«) 4 


._^hl 

V »(?) 


从而有 


其中 


C 二‘ 菪 + 0( 冲 

O ( 激广\ +0 (. - 一)， 


n 


广， -•>‘ / 广，。-。>一主） 

J 2- ip ( l - a )* lOgl J I y2-(m+l)p(l—)"•+! UjgX J 


显然， A 满足引理中的不等式. 
因此 


卜^(為广卜卜…(為 r >) 

= 0( Q 2 ⑼ e - MA ). 


由引理 3.5, 所要估计的和式不超过 

O ( XJ ? <? 2 (0)e- Cia ' / V 2!?2+e ) ( 乂 p P 2k+3 d/3 + ^ \0\~^d0 

=0(尸蚪 3 (9 2 ⑼ e -C8VE ). 
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引理 3.8 

5(1-1) | 3;2 ，婦 2 (為厂卜 

= 0(?* +3 <3 2 ⑼ 

证明上式左端不超过 

O ^ 52 q-Q 2 (0)<r m - 2 • (afc+3) 乂 1JV 1"1 _2 ^ 邮 ) 

= 0(i>* +3 Q 2 ⑼ [- 旳 “- 30 )). 

引理 3.9 

r'2k + 2m + 7{N) = A 2 S(N)9(N) + om 2 ⑼)， 

其中 

ci 3 P k +3 L ~ 2k ~ 2m ~ 7 < 审 ( JV ) < ci 4 P k +3 L ~ 2k ~ 2m ~ 7 . 

证明由弓 I 理3.2,3.6,3.7和3.8,可得 

^ 2fc+2m+ 7 W = £ ^ 0 k + \ a ) fi \ a ) e-^da 

Q / t¥/ \ 2fc+2m4-7 

(*.«>-! 

X eq (- N 啊 N ) + 0(戶* +3 厶-〜 2 ⑼)， 

其中 

E 5 CT 5-7 — • 

»»i+ … +«a*+s=iV J"J 4 °lognj 
i=l 

它显然满足引理中的不等式. 

因为 

S 亡（激广加' (肩 )=。(5>一_ 

g>L a o h=i V fW" \,>i«o ) 

(h.e)=l 、 ’ 

= O (2/~ (fc+m+1),T0 ), 


所以，引理成立. 

由引理 1.9 和 3.9, 可得定理. 



70- 


华罗庚文集 


附录：欠的分布 

定理中的同余条件是必不可少的，它不能用一个更弱的条件代替. 

如果 fc 是一个奇数，则 K = 2 . 因此，我们有 

定理设 fc 是一个奇数.每个充分大的奇数都可表作 2 fc + 2 m +7 个素数的 
k 次幂之和.每个充分大的整数都可表作至多 2 A : + 2 m + 8 个素数的 fc 次幂之和. 

当 fc 为偶数时， K 的分布是很不规律的，而且它的数值是非常大的.为了说明 
这一点，我给出下面的一个表. 













关于一个推广的华林问题 II ® 

华罗庚 


引 言 

设 P [ h ) 是一个 fc 次整值多项式,其首项系数为正.令 G { P ( h )) 为最小的正整 
数 S ， 使得当整数#充分大时，丢番图方程 

P { hi ) + ... + P ( h .) = N , /1„ >0 

总可解.本文我们将证明 

G(P(h))^2 k+1 (k-l), ( 1 ) 

这比我以前的结果 ® 要好得多. 

另一方面，在§4中我们将 证明： 当 fc > 5,而 

P(A) = - 2 fc - 2 F fc _ 1 (/») + …+ (-l) fc - l F，W 


以及 
时，有 


F< ⑻= 

G ( P ( h )) = 


ft(/i - 1) • • • (/i - i + 1) 

ii 

2*= - 1, 当 fc 为奇数时, 
2 fc , 当 k 为偶数时. 


(2) 


在华林问题的整个理论中，仅有的能够确定 G { P { h )) 的定理是关于二次多项 


式的，这就是 


G ( h 2 ) = 4, 
有数值的证据支持这样的 观点: 


GQ(ft 2 -fe))=3. 


G { P ( h )) < 


2 fc - l , 

2 fc , 


当 fc 为奇数时， 
当 fc 为偶数时 


① 1939 年 2 月 10 日收 SI . 发表于 Journal of the Chinese Mathematical Society, 1940, 2 1 176-191. 

② Proc.London Math.Soc., 1937, 43 ： 161-182 . 该文以后记为 I. 
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普遍地成立. 

不失一般性，我们可设 P { h ) 的常数项为零，所有系数均为正. 
§1.设 r ( N ) 为丢番图方程 

N — P ( xi ) + • • • + x „^0 


的解数. 

在文 I 和其他文章①中，作者证明了下面的 
定理1 如果 

> ( 10 k 3 logk , 当 fc > 15时， 
S> \ 2 fc +1,当3 < fc < 15时， 


r (7 V ) = a — 量- 




△5 ( N )7 V 卜 1 + 0 (iV 卜 1 - p )， 


其中 a 为 F ( x ) 的首项系数， p 是一个与 AT 无关的正数, S ( N ) 为文 I 中定义的奇 
异级数. 

由此可见，为了建立结果⑴，我们只需 证明： 当 s 彡 （fc - 时，有 


S ( N ) ^ D > 0 , 




其中 Z ? 是一个与 N 无关的数. 

令 d 为 p ( h ) 系数的最小公分母.设 p 是一个素数， P i \\ d , m P i P { h ) =中 ㈨ ®. 
于是,争 ㈨ 系数的分母不能被整除.令州为最大的整数，使得对于所有的\ 龟 ㈨ 
的第 i 阶导数满足 

$“)(/») = 0( modp 9 ⑷)③， 

而 = p _ tf >(/ i ) •令 


以及 


5 = - 0 {i+1) ), 

I 0 , + 2 -t + 6 J 当 p = 2 时， 
\ 9 , + l-t + S , 当 p 笋2时. 


① J.Chinese MathSoc., 1936, 1： 21-61; Qvar.J.Math., 1938, 9： 19&-202. 

② 这里的 9( h ) 的定义与文 I 中的相差一个与 p 互索的因子.我们应将文 I 的引理 7.5 中的 P ；( y ) 
改为 a „ P *( l /). 其中 Pt «» u . 然而，这对于讨论是非实质性的. 

③ *(h) 不必是整系数的多项式.因此， 4>(0(A) 可以不是整数.然而,在同余式 4>W(fc) = O(modp fl<，) ) 
中，它可以当作一个整数，这是因为所有系数的分母部与 p 互素. 
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由引理1.1，我们用文 I 的引理 7.6 中的方法，可以推出 
引理 1.2 如果 Z > l + 7 , 则 

N(p t )=p a ~ 1 N(p t - 1 ). 

因而（参见文 I 的 §7), 我们有 

定理2如果存在一个整数 冲， 使得对于所有的素数 P 和所有的整数均有 
N(s 0 - P,p' ) ',n) > 0, 

则当 s > max ( so ,2 fc + 1) 时，我们有 

S(N) ^D>0. 

由此可见，为了证明 （1) 式,我们只需对于 soMk - l )2 k + 1 证明 

N{a o P,p^,n)>0 ⑷ 

即可. 这将在§2和§3中进行. 

§2. 弓 I 理 2.1 ( Davenport 和 Chowla )® 设 a ! ,…， a m 为 m 个不同的剩余类 
mod / i , 而…，为 n 个不同的剩余类 modh , 且 （ A ， … ,/3 n , h ) = 1. 则由 

洱或 ai + 馬 (1 ^ t ^ m, 1 ^ j ^ n) 

所表出的不同剩余类的个数大于或等于 

引理 2 . 2 设 P { x ) 为 k 次整系数多项式 raodp , 且孛 P ⑼ ( modp ). 如果 p > k , 
则由 P ( x ) 给出的不同值 modp 的个数大于或等于 

[f 卜 . 

证明对于任意给定的整数 a , 同余式 

P{x) = o ( modp ) 

的解数至多为 fc , 再由 fcfp 立得引理. 

引理 2.3 当 so > 2 fc 时，对于所有的整数 n 和 p > fc , 有 

N(so - P^' ,n) > 0. 

①可见 Landau. Uber einige neuere Fortschritte dei additiven Zahlentheorie. Cambridge TYact, 
第 8 页 . 
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证明因为 p > fc , 所以，此时 Y = 1. 首先，我们将要证明，当 s 彡 2 fc - 1时， 
对于所有的整数 n ， 同余式 

^2 P ( x v ) = n ( modp ) 

i/=i 

总可解.对于 p 彡 2 /t - 〗，这是显 然的. 因而，我们可设 p > 2 fc - 1. 因为 P ( x ) 给出 
至少+ 1 个不同值 modp , 其中至少有个不能被 p 整除，又因为 

[ I ] …卜 咕卜(卜 ) +1 

^(2*-1) (f - l) + 1 

= p + ( fc - 1) (I -2) > p ， 

所以，由引理 2.1， 同余式对于所有的整数 n 总可解. 

其次①，因为对于所有的 x , P ^ x ) = O ( modp ) 不能恒等地成立，所以，我们可取 
一个整数: c ' 使得 P *( x ') ^ O ( modp ). 由证明的前一部分，对于 s > 2 fc - 1,同余式 

P ( x u ) = n — P { x '){ moAp ) 

u=\ 

总可解.因此，我们可得引理. 

§3. 本节中我们将使用以下约定的记 号：设 Q { x ) 为有理系数的多项式， a 为最 
大的整数,使得 Q ( x ) 系数的最小公分母可以被整除，那么 

Q ( x ) ^ 0( modp °) 

表示对于所有的整数 I ，有 

P a Q ( x ) = 0( modp » +a ), 

这里 a 可以是任意的整数.例如 

X ^7 X — 0( mod 3 -6 ). 

我们必须注意， “ mod P D ” 不同于我们通常的记号 Il modl >1 . 例如 
= 0( mod 3°), 


①本段中的讨论在引理 3.4 中不再重复. 
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X 3 . 7 J • 0 ( mod1 )， 


Q(x) = O(modp a ) 

Q(«) = aiFk(x) + ••• + a k Fi(x), p a |( a i …， a *)， 

这里 Fi{x) 如引言中所定义. 

通过考虑 P Q Q(x), 容易证明本引理. 

引理 3.2 令 a 为最大的整数使得 

Q(x) =£ O(modp a ). 

如果 

Q'(x) S 0(modp 6 ), 

证明如果我们用铲 Q(ar) 代替 Q(x), 则6 - a 不变，因而，不失一般性，我们 
总可设 a = 0, 即在引理 3.1 中有 

p°|(ai, - • - ,a k ), ••- .a*) 

(上式表明，所有的 ai 在其即约形式中的分母都与 P 互素).记 

Q’(x) = biF k -i(x) + b2F k -2(x) + ■ ■ ■+ b k -iFi(x)+ bk- 
令 A*(P(aO) 为 />0r) 的 i 阶差分，则 
bi= A k ~ l Q'(x) = (A k - l Q{x)y = o l5 

62 = (△ 卜 2 7(*))* = 。 = (A*_ 2 Q ⑷) Uo = -y + « 2 , 

bk ~ (.Q'( x )h=o = ( _ 1 产 ( 专 -+ J~2 - + (- 1 )、) . 

从假设和引理 3.1, 我们可得 



这是因为4看作整数 mod 3. 

引理 3.1 

成立的充分必要条件是 


p b \(bi, ■■- ,b k ). 
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如果 {) > lfc/(p - I)] - 1 ,则 

P b \{a\,a 2> --- , Op-i). 
P 6_1 |(Op.Op+l. ••- .02p-2), 
P 6 - 3 |(a 2p -i,---). 


pip 卜 功—咖 _ 1>+l ，…， a fc ). 

这就是说，有纠(句,.•- , a k ), 但这是一个矛盾. 

引理 3.3 如果 p = 2, 则 

〆《 (fc - l )2 fc+1 ; 

如果 p > 2,则 

〆 < ( fc - l ) p [ fc /( p-Dl < ( fc _ l )2 fc+1 . 

证明由文 I 中的引理 7.4, 我们有 

p s ^k-l. 

与引理 3.2 相关联，当 p = 2时，有 

〆 =p°'~ t+2+s < (fc- l)2 fc+1 ; 

而当 p >2 时，有 

〆 < (Jb - l ) pl fc /( P - l ) l . 

因此，我们可得 

引理 3 . 4 如果 s 彡 （ife - l )2 * +l - 1，且 尸⑷斧 O ( modp ), 则对于所有的整数 
n , 同余式 

亡 P { x v ) = n ( modp " ,r， ) 

i/=i 

可解.因此，当 s > (A - 1)2* +1 时，对于所有的整数 n 和素数 p , 我们有 
N ( s 0 - P , p y , n ) > 0. 

因此， （4) 式成立.再由定理1和2,我们有 

定理3如果 P ( x ) 是一个 A 次整值多项式，其首项系数为正，且对于任意素 
数 p , P { x ) 不恒等地同余于 P (0) modp , 则有 


G(P(a ： ))<(fc-l)2 fc+1 . 
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§4. 本节我们将考虑特殊的多项式 

H k (x) = 2*— 1 凡 (x) - 2 fc - 2 F*_!(x) + ••• + 

引理 4.1 设 r 为满足 2 T ||A=! 的整数, tr 为满足 2 a ^ k < 2^ 的整数•用 Af 
表示这样的整数集合，它由 fc - 2个整数的乘积的全体所组成,这里 fc - 2个整数 
取自任意 fc 个连续的整数.则 M 中的每个元素都能被2- 2 " +1 整除. 

证明首先，我们考虑 M 中的一部分元素，它们对应的 fc 个连续整数中有一 
个为 0. 我们只需 证明： 

(i) 如果 e 和 A: - 1 - e 都 < 2' 则 

2- ff+1 e!(fc-l-e)! 


可以被 2 r ~^ +1 整除； 

( ii ) 如果 e 或者 fc _ 1 _ e > 2' 则 

2- ff e !(/ k - l - e )! 

可以被 2 T - 2 ^ 整除.显然，⑴和 （ ii ) 可用公式表示 如下： 

(i) 

( ii ) 如果 2-+ 1 > e > 2〃 (我们可以不失一般性地假设)，则 

S ⑽书卜户^]) … 1 • 

我们仅给出 （ ii ) 的证明，用相同的讨论容易得到⑴. 

显然，有 

设 2 d \\ k . 如果 A > d , 则 

阁 - [务卜 

因而 

[L [中卜 
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如果 A < d , 我们记 *： = ^ ko , 以及 

e = Meo + 2^ — + • • • + €山 0 ^ e* ^ 


则有 

易见 

因此 


1,2, • • • ,d. 

jfe — 1 — e = 2 "*(Ao — eo — 1) + 2 <<-1 (l — ej ) + • • • + (1 — e < j ). 

阁普[中卜 


g ⑽普[中] ) 


^ (7 — 1 


其次，我们考虑 M 中取自连续整数 

a + 1, o + 2, ••- ,a + fc ( A ) 

的元素.令 A 为 （ A ) 中含有2的最大幂次者（容易验证 A 是唯一的)，构成集合 


a +1 — A,o + 2 — A , ,a + k ~ A . ( B ) 

( A ) 中任一项的 2 的幂次等于 （ B ) 中对应项的2的幂次，唯一的例外是当 A 对应 
于0时. M 中取自 （ A ) 的最不利的元素是 


(a + l)(o + 2) • • • (a + fc ) 

A.Ai 1 

其中 A : 为 （ A ) 中含有 2 的第二高次幂者.上述的元素所含2的幂次等于 

(A - ( a - H))!(o + fe - A )! 

Ai A 

中所含的2的幂次.再用第一部分中的证明，我们可以完成引理的证明. 

引理 4.2 令 

Kk { x ) = x(x — 1) • • • (x — k + 1). 

则 K k { x ) 是一个剩余多项式 mod 2 r - CT , K '；( x ) 是一个剩余多项式 mod 2 T - 2ff + 1 . 
证明由引理 4.1 可立得第二个结论,而用相同的讨论易得第一个结论. 
引理 4.3 存在整数 ii . 使得 


K k ( Xl ) = 0( mod 2 T+1 ) 
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以及 

又有整数 ：c 2 , 使得 


2一 1 ⑻⑹. 
Kk{x2) = 2 T (mod2 T+1 ) 


以及 


2 r-«r + l tK ， (x2) 


证明取々= 2 ff . 则有 K k (xi) = 0,和 


K' k {xx) = 2~ a k\, 

它不能被 2-^ 整除. 

再取 a：2 = 则有 

K k (x 2 ) = A! = 2 T (mod2 r+1 ) 

和 

K' k (x a ) s 2~ a k\ (mod2 T - <7+1 ). 

定理 4 令 

fc!F*(x) = K k (x). 

则 

F k (x) = a(mod2«), 2 r ~° +1 f K^x) 

对于所有的 a 和 i(> 0) 均可解. 

证明由引理 4 .3知，对于 i = 1,定理是显然的.我们将用归纳法.令心为 
整数，使得 

K k {x{) = fc!o(mod2 ,+T ), 2 T ~ ff+1 \ K' k { Xl ). 

对于 Z 彡1,由引理 1.1 中相同的方法，有 


和 


K k (x + 2 l+a y) = K k {x) + 2 l+a yK' k (x)(mod2 l+T+1 ) 
^ + 2 ,+ff y) = & ㈤ (mod2 一 +i). 


因此,我们可以找到一个 y, 使得 


K k ( Xl + 2 l+a y) = A:!a(mod2* +r+1 ), 
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以及 


2 T ~ a +1 ] K ' k ( x 1 +^ + a y ). 


引理 4.4 

H k (y + 1) + H k ( y ) = 2 fc F fc ( y ) + (- l ) fc+1 - 
证明当 fc = 1时，引理是显然的.由归纳法，以及 
H k ( y ) = 2 k - 1 F k ( y )- H k . 1 ( y ), 


可得结论. 

因而，有 
引理 4.5 

H k (y + 2)- H k ( y ) = 2 k F k . 1 ( y ). 


定理5 


f 2 k - 

1 2fc . 


一 1,当 A 为奇数时， 
当 fc 为偶数时. 


G ( H k ( x )) ^ j 

证明由引理 4.5 知， H k ( x ) 仅给出两个不同的值, 0和 (- l ) fc - 1 ( mod 2 fc ). 


G ( H k ( x )) ^ 2* - 1. 

此外,如果 A : 为偶数,则由引理 4.5 可知， H fc ( x ) 仅给出三个不同的值， OJ - I )*- 1 
和 (- l )* -1 + 2*( mod 2* +1 ). 同余式 


无解，所以 

现在我们来证明 


2 k -l 

53 H k { h v ) = 2 fc ( mod 2 fc+1 ) 


G ( H k ( x )) ^ 2 k . 


G { H k { x )) < 


2 fc - 1 , 

2 k , 


当 fc 为奇数时， 
当 fc 为偶数时. 


用与§1中相同的讨论，我们仅需对于 


r 2 fc - 1，当 * 为奇数时, 
\ 2 k , 当 k 为偶数时， 
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证明 


JV(«o. 丑 * ， 〆，") > 0 


即可. 

情形 I . / c 为奇数. 
我们定义 


E k { y ) = 2- k H k (2 j /) 和 O k ( y ) = 2~ k ( ff k (2 y + 1)-1). 

引理 4.6 我们有 

E k ( y ) ^ 说⑼和 O k ( y )^ O * ⑼ ( raod 2). 

证明 1) 由引理 4.5, 因为 /*_!(*-1) = 1, 所以，我们有 
Ek(.V + 1) - E k ( y ) = F k - i (2 y ), 


引理的第一部分得证. 
2) 相似地,我们有 


Ok(y + 1) - O k { y ) = Ffc _ i (2 y + 1). 

因为 F fe _ 1 ( fc ) = fc , 所以，可得引理的第二部分. 

引理 4.7 设 p = 2.则 E k ( x ) 的 Y < 3( 见§1中的定义). 
证明因为5 < o •和 


7 ，= ^ — ^ + ^ + — <r + l — r + a + 2 = 3, 

所以，只需证明 2 r E , k ( x ) 不是剩余多项式 mod 2 T ，《 +2 即可. 

如若不然，我们会有 


2 r ( K{y + 2) - E ^ y )) = 2 T +1 ^_ 1 (2 y ) S 0( mod 2 T - ff+a ), 


而 


2 T - ,+2 t2 T+1 ^ 1 (fc-l). 


引理 4.8 设 p = 2 .则 O fc ( x ) 的 Y < 3. 

本引理的证明与引理 4.7 的证明相似，其中最后一行要代之以 


2 T ^+ 2 \2 T+1 F' k ^ 1 {k). 
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引理 4.9 如果 fc >5, s 彡2*-1，则对于所有的 n 有 
N{a ■ H k , r >', n ) > 0. 

证明令 n ' 为满足 

n = n , (mod2 fc ), 0 < n’ < 2* 

的整数.由引理 4.7 和4.8(2<《 8) 知，对于所有的整数 n 和 £(> 0), 同余式 

n' 2*-1 

^20k(x„) + E k(x v ) = m(mod2 , ) 

*«=1 v»n'+l 

(2 不能整除 0* k { x v ) 或者 El ( Xl / ) 中的一个） 

有解.因此,对于所有的整数 n, 同余式 
2*-1 

Y , H kM = n(mod2^), (2 不能整除 H ^{ x v ) 中的一个） 

v=\ 

可解. 

引理 4.10 如果 s > 2 fc - 1 ,A > 15,则对于所有的整数 n 和素数 p , 有 
N { aH k , p 1 ', n )>0. 

证明 1) 如果 p > fc ，这在引理 2.3 中已经证明过了. 

2) 如果 k^p>2, 则对于 * > 15,由引理 3.3 和不等式 

p 1 ' <(fe- l)p lfc/(p - l)l 《（ k- l)3> 1/2fcl < 2 fc - 1, 

可得引理. 

3) 如果 p = 2, 这在引理 4.9 中已经证明过了. 

由定理1和2,对于奇数 A > 15,我们可得 

G { H k { x )) < 2 fe - 1. 

因此，我们有 

定理6 如果以 > 15) 是一个奇数，则 

G ( H k ( x )) = 2 fc - 1. 

情形 II. fc 为偶数. 
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弓 I 理 4.11 如果 a >2 *,fc >6,则有 

N ( s . Jh ，2 7 '， n )>0. 

证明令 n ' 为满足 

n = (- l ) fc _1 n , ( mod 2 fc ), 0 < n ’ 彡 2 fc 

的整数. 

1) v ! > 8. O k ( x ) 如情形 I 中所定义.由引理 4.8( 它对于偶数 A 也成立）知，对 
于所有的整数 m 和 Z (> 0), 同余式 

n' 

53 O k ( x v ) s m ( mod 2 , ) (2 不能整除(^(知）中的一个） 

u=l 

可解.因此,对于所有的整数71，同余式 
2 * 

D H k { x v ) = n ( mod 2/) (2 不能整除 H ^( x v ) 中的一个） 

i/=i 

可解. 

2) n ' < 8. 由引理 4.4 和定理4知，对于所有的整数 m 和〖(> 0)，同余式 

n' 

Ok ( x „) + 2~ k ( H k {x + 1) + Hk ( x )) s m ( mod 2 fc ) 

u=2 

可解.再由 9 <2* 可得引理. 

引理 4.12 如果 fc > 16 ,s > 2*. 则对于所有的整数 n 和所有的素数 p , 有 
N (8- H k , p 1 ', n ) >0. 

本引理的证明与引理 4.10 的证明相同. 

因此,我们有 

定理7如果 fc (> 16) 是一个偶数，则 

G { H k { x )) = 2 fc . 

附： 1939年3月5日添加的注记. 

证明的分析部分可以大大地改进.例如，将本文的算术结果结合起来，我们可 
以得到 


G ( — x{x — 1) • • • (x — fc + 1) J ^ 2 fc + 2 m + 5, 



关于一个推广的华林问题 n 


• 85 • 

其中 

m = 

[ lo 4+ log ( l -|) 
logfc - log(t - 1) 

, 

而 



_ 1 fc 3 (logfe + 1.251 oglogfc 2 ), 当 fc > 15时， 

1 2 fc -S 

当 fc < 15时. 

进一步地，定理6和7对于 A > 4也成立. 

(贾朝华译） 



关于三次多项式的华林问题 ® 

华罗庚（中国，国立清华大学） 


假设一个三次整值多项式可以表作 

P ( x ) = ia (* 3 — a ) + — x ) +cx + d , 

其中 a ，&， c , d 为整数， ( a ,6, c ) = l , a >0. 本文的目的是要 证明： 对于充分大的整数 
N , 丢番图方程 

P ( xi ) + …+ P ( xs ) = N , X |/ 彡0 

总可解.这个结果要好过我以前的结果，那时我们需要9个 P ( x)(x ^ 0) 的值. 

1.记 号 

设 W 为充分大的整数，即 W 彡 Cl , 这里的 Cl 和以后的 C2 ，…均表示只依赖 
于 P ( x ) 系数的 正数. 令 2 P 为 P ( x ) = N 的最大正根.它存在且为正，并随 7 V 趋 
向无穷. 

设 d 为 P ( x ) 系数的最小公分母， g 为一个正整数.设 
9* = (9, d )<7, e ( x ) = e 2 " 1 *, 

Sa,q = [e ( ㊂ P W ) , 

夸(争)'(十)’ 

s ( n ) = 乂⑷， « S ’( ra ) = ^2 A ( q ). 

,=1 


① 1940 年 6 月 25 日收到（本文在二战之前曾寄到 /Icta Arith.). 发表于 Journal of Indian Math¬ 
ematical Society, New Series, 1940, 4(4)： 127-135. 



关于三次多项式的华林问题 


•87 - 


又设 

T ( a ) = T ( a , P )= [ e(P(ui)a), 

7\ ⑷ = r(a〆 )， 

^(amCa) = ^>“r*) e (na )， 

觸 = Ip 6 ( 卜 1 dv . 

我们用 e 表示一个任意小的正数. 

我们按通常的方式，将区间0 < a < 1分成属于所有有理点2的 Farey 弧，这 

Q 

M .1^9^ P 2 - e ,0 9,( o , 9 ) = l . 我们再将这些弧分成优弧 M (1 < 9 < P^) 

和劣弧 m ( P 1+e < q < P 2 - e ). 在两种情形里，弧均有形式 


。十 A -合…長, 

其中 

-< 1, - < 02 < 1- 

进一步地，我们将优弧分成 Mi(l < g < PS ) 和 M 2 (Pi < g < P 1+e ). 

为了避免重复许多熟知的讨论，我们将经常参考我以前的两篇文章①. 


2.劣 弧 


引理 1® 

jT |T(Q)| 6 dQ = 0(P°~ 2 -i +e ). 

引理2 

[ | T 2 ( a ) T ^( a)|da = 0( P 1+ ? +e ). 
Jo 


本引理的证明与 Davenport ③关于 P{x) = i 3 的证明相似. 

引理3 



① On a generalized Waring problem. Proc.London Math-Soc； 1937, 43 ： 161-182;On Waring's 
problem for fifth powers. Proc.London Math.Soc., 1939, 45 ： 144-160. 它们将被分别记做 I 和 II. 

② Hua. Quarterly Jour., 1938, 9 ： 199-202. 

® Davenport,C.R., 1938, 207. 1366. 
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证明由 H 61 der 不等式，引理1和2,我们有 

/' 1 | r 5 ( o ) r 1 ( a)|da 

Jo 

Jo 

< ( 乂 1 陶 |H da )‘ ( 乂 VdllMlMc*) 4 

= 0( Fi <«-5)+ J < 1+ i ) +e ). 


引理 4 

证明 


f |r 7 (a)r 1 (a)|da = 0(/ >5+ * -3- A +e ). 

m 

由熟知的讨论 ®, 在 m 上,我们有 

T(a) = 0(Pi +c ). 

E / |r 7 (a)T 1 (a)|da 

m Jm 

= 0(Pi +e J |T 5 ⑷ 7\(a)|d«) 

= 0(/>5+|- 3 -^+«). 


3 .优 弧 

引理 5 如果阀则 

q^S^m = (q~i +c min[P, |/ 3 |_ 全 ]) • 

证明由文 II 的引理 2.7 和估计 

5«,,= 0( qi +e ), 

可得结论. 

引理 6® 如果 a = ^ 彡 P 1 + e ,\ 0 \^ q ^ P - 2 ^, 则有 
I ( a )- q - 1 S a , g m =0( qi +e ). 

① 可见 Gebbcke, 定理 10, Math . Annalen , 1931, 105： 637-652. 

② 按照我自前关于指数和的工作（将发表在 CWne» e J.MatK 第二卷上)，我们可以改进引理6,从而 
没有必要再划分和 M 2 . 但为了便于读者阅读起见，我仍采用目前的形式. 
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这是文 II 的引理 3.2. 

引理7 

V ' f | T 7 ( a ) Ti ( a)|da = 0(^ + 2~ 3 - * +e ). 

m 2 J M 7 

证明由引理 5 和 6 知 

r(a) = 0(g^ +e )+0( 9 -i +e P) = 0(Pi +e ). 

余下的证明与引理4中的相似. 

引理8 

|r 7 (a) - q- 7 Sl <q l\mP = OiP 4 -^). 

证明由引理5和6,我们有 

|r 7 (a)- q- 7 Sl g I 7 m = O Wmin 浐， \0\~ 2 ]), 

这里用到了 

j +e < f 8 ^ 9 - i + e P , 

、 1 pli +^ = pS +* < 

因此，引理中等式的左边不超过 


X ! " i + v 3 


/ 疒 P-* r 

\ 

U ^ 0+ 1 

，-， |別 -2 叫 


引理9 


P 3 E g-i =C? (p4-i +e ) 

、 <KPi J 

E \^~ 7 Sl, q I 7 md0 = 0(P*-i +c ), 


这里 風是 在 (-00,00) 中的余集. 
证明左边不超过 
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F ( n ) = J r ^ e -^^ dp . 

如果 To n ^ n<N ' 则有 

C2P * ^ F ( n ) < C3P 4 . 

证明我们有 

F(n) = J (乂 e ( 卜 3 々 )d:) e(-n0)dP 

= ( 2/> ，乂 : ( 乂 1 e(-c/3)d/3, 

其中 0 < c < 1 + e . 如文 II 的引理 1.8 中所示，我们可以证明 

r(f ： e(x 3 0)dx\ e{-c0)d0 > C 4 . 


12 J m T 7 ( a ) e (- na)da = F ( n )5 , ( n ) + 0 ( P 4 - i + «). 

证明由引理 8,9 和 10, 我们有 

^ f T 7 (o)c(— na)da 

疒 00 

X I I 7 (0) e (- n 0) d 0 + 0( P *~^ +e ) 

^ F ^^ + O ^ P *-^). 

4 .奇异级数 

令 d 表示 P(aO 系数的最小公分母, dP { x ) =咖).令 p 表示素数, p l \\ d . X 4 - 6 
为 p 的最髙次幂，使得对于所有的 a:, 均有 4>'( pc ) = 0(m o dp e ). 设 P -( x ) = p ~ e < i >'{ x ). 
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_ J 0 + 3- t , 当 p = 2 时， 

7 = j 0 + 1-4, 当 p >2 时 • 

设 N ( n , p ->) 为同余式 

P ( xi ) + ■ •• + P ( x 7 ) = n ( modp 7 ) 

(0 < a：i < p 7 ,p t ( P *( xi ), ••- , P *( xr )}) 

的解数. 

引理 12 如果对于所有的整数 n 和所有的素数 p , 均有 AT ( n , p 7 ) > 0,则 
5( n ) 彡 cs > 0. 

这是文 I 的引理 7.9. 

引理：13 (Davenport 和 Chowla ) ①设 o ： i ,... , o： m 为 m 个不同的剩余类 mod / i , 
决,…，为《个不同的剩余类 mod / i , 且 （/?i ，… ，/ 3 n ， h ) = 1. 则形如叫和叫+ 
巧 (1 < i < m , 1 < j < n ) 的不同剩余类的个数> min(m + n , h ). 

引理 14 如果 p > 3,则 ^( n . p ^) > 0. 

证明当 p > 3时，我们有 0 = 0. 因而， 7=1. 同余式 P { x ) = a ( modp ) 
的解数 < 3. 因此， P ( i ) 给出至少聞+ 1个不同值 modp . 所以，由引理13知, 
P (* i ) + ••• + P ( x fl ) 给出至少 

min ( p , 5 [| j + [|] + l ) ^ min jp, 6 (| - 1) +1] > p 
个不同值 modp . 这就是说,对于所有的整数 n 和所有的素数 P , 同余式 
P ( xi ) + • ■ • + P ( x 6 ) = n ( modp ) 

总可解.我们可以取使得 pfP *(® 7 ). 同时，有整数 yir - , y 6 , 使得 
p ( yi ) + ••• + P { ya ) = n - P { x 7 ){ modp ). 

因此，可得引理. 

引理 15 如果 p = 3, 则 AT ( n ， p 7)>0. 

证明当 p = 3 时,0 = 0或者 1. 

(1) 如果0 = 0,则7 = 1，引理是平凡的. 

(2) 如果0 = 1,则7 = 2. 如果3 f a , 有6 = 0. 我们可设 3| a . 当= 1时，有 
3|(6, 一石 a + c )_ 因此， 


①可见 Landau. Uber einige Neuere Fortschritte der additi 


orie ， 第 79 页. 
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P{x) = ~x 3 + d= + d (mod 3). 

可见 P(x) 给出 0,1 和 2(mod3). 由引理 13 和 3 + 5 • 2 > 9, 可得本引理 _ 
引理 16 N(n,2T>)>0. 

本引理的证明非常复杂，我们将它分成若千个引理 • 

我们记 


P(x) = |(a: 3 - x) + !(** -x) + cx, 2 f (a, b, c), 

〜，、 x 2 — x ( , 3 o \ a b 

P'{x) = 3o ―-— + ^+ 

P"(x) = 3ax + b. 

这是因为 I 可以被看作整数 mod 2' 而这里的常数项是无关紧要的. 

引理 16.1 当0 = 0时, ■?(；!：) 给出至少2〜 2 个不同的奇数且有2彳 _P*(;r), 或 
者给出至少2»- 2 个不同的偶数且有2丨 />•&). 

证明因为对于所有的整数I,有 P^x) # 0(mod 2), 所以，当 f = 2时，引理 
是显然的.设 Z > 3.用文II的引理 7.6 中的方法,可得 

P(x + 2 ,+ *-^) s P(z) + ^yP^x^mod 2 1 ), (1) 

以及 

P*(x) = P*(j,)(mod 2). 

令吻 s a: + 2*+ 2 .则 P(a: 0 ) 和 P{x x ) 给出两个不同的值 mod 2 3 ,它们全为奇数或 
者全为偶数，且满足 2\P-{x). 因此，对于 f = 3,引理成立 • 

设 n ，…，印-3为整数,它们通过 P(x) 给出2 1 - 3 个不同的值 mod 2*- 1 ,且有 
2|P*(a: < )(t- I,. . . , 2< _ 3 ),这些值全为奇数或者全为 偶数. 因此，由 （1) 式，我们取 
XI, - • - ,X2 , - S i a: l + 2 1+ 卜 1 ，… + 2 i+t_1 , 

这些数满足我们的要求. 

引理 16.2 当0 = 0时，有 JV(«,2 乃 >0. 

证明 （1) 如果由引理 16.1 给出的 V- 2 个不同的值都是奇数的话，由引理13, 
我们可得结果. 

(2) 如果由引理 16.1 给出的2 1 - 3 个不同的值都是偶数的话，我们用 P(x) + 1 
代替 P(x), 可得结论. 

引理 16.3 当设>0时，有 t = 0. 

证明假设* / 0. 则有 * = 1和 

<t>\x) = 2i >/ (x) = 3a(x 2 — x) + (2b + 3a)x + 2c — b — a 
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(这里 < t >\ x ) 的一个无关紧要的因子3可以忽略).由假设可得2|(26 + 3 a ,2 c - 6 - 0 ), 
因此， 2 |( a , 6 ), 但这与 t 关 0 相矛盾. 

今后我们设 * = 0 ,因而， 2 | a , 2 | 6 . 所以，有不失一般性，我们可设 c = 1 . 
不然的话，取 〆 为一个整数,满足 W 三 l(mod 2 7 ).如果对于所有的整数 n , 同余式 


dP{x\) + ••• + cfP{xy) = n(mod 2 7 ), 2 f P*(a ； i) 


可解,这一定有 JV(n,2T) >0. 

其次，对于 0 > 1 ，我们令 

2| a ，2| b ，2|(3 a ， b +_， l - L )， 

则有 

2 2 |a 和 2 || 6 . 


今后我们记 


a = 2 V , 6 = 2(26 , + 1 ). 


引理 16.4 当 0 = 1 时，有 7V(n，2*0>0. 

证明显然, 7^4. 

(1) 如果 2\ a \2\ l /, RIJ P(®) 给出 l,l + 2 3 I 0,i 1 (mod 2 4 ),其中 2 a ||I a . 事 ; 实上， 
P ( x ) = * 2 (mod 2 3 ), K!J P(0) = 0,P(2) = h ^ Wh -, 进一步地，有 P(l) = 1 和 
P (1 + 2 2 ) = 1 + 2 3 (mod 2 4 ).在这种情况里，引理可以直接验证. 

(2) 如果 2!a', 2 {V,则 P(i) 给出 0,2 3 ，l,l + i 2 (mod 2 4 )，其中 2 2 ||i 2 . 证明与 
(1) 中相似. 

(3) 如果 2 丨 a '，则 P(x) 给出0,2 3 ,1, l + 2 3 (mod2 4 ), 且每一个都满足2丨 F*(x). 
证明也是容易的（这里要说明的是7是最佳可能的). 

引理 16.5 当0 = 2时，有7^(»，2乃 > 0_ 

证明 此时,7 = 5.因为 f = 0 和0 = 2,所以，我们有 

2|(a,6),2 2 | (3a’6+ 字， 

因而 

a = 2 2 (2a〃 + 1 )， b = 2(46〃 - 1). 

于是，利用关系式 x 2 ~x = 0(mod 2), 我们有 


P(2x') = ~ 2 2 x 2 + 2®(2 - a 〃 + b")x (mod 2 5 ) 
三 - 2V + 2 2 (2 — a " + b") 2 (mod 2 5 ), 
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其中 

y = x — 2 + a," — b"\ 

还有 

P{2x + l ) = 2 2 - 5 x 2 + 3 - 2 3 (1 + b")x + l(mod 2 s ). 
我们可以选取 A 和 / x , 使得 

A = A + 3- 2 a (2 - a" + b") 2 - 2 2 At(mod 2 5 ), 

0 < A < 3, 0 ^ /i < 8. 

(1) 如果 m / 7,我们有 yii /2 和 y 3 , 使得 

n = A + 3 • 2 a (2 - a" + b") 2 - 2 a ( y ? + y | + y|)(mod 2 5 ) 

= XP(1) + P(xi) + P{xi) + P(i 3 ). 

因为 A <3,可立得引理. 

(2) 如果 A / 3, 我们有奶,1/2,1/ 3 和 y 4 , 使得 

H = A + 4 - 2 2 (2 — a" + b") 2 — 2 2 (yJ + y ! + y ! + I^Knwd 2 5 ), 

因而可得引理. 

⑻假设 A = 3和 /i = 7. 

因为 P (3) _ P ( l)(mod 2 5 ), 所以， 我们有 

n = 2P(1) + P(3) + 3 - 2 a (2 - a" + b") 2 - 2 a /* / (mod 2 5 ), 

和 〆 _ 7 (mod 8) .与§1中同理，可得结论. 

因为0 < 2,至此我们可以得出引理 16. 

引理17 对于所有的 n 和 P > c 7 , 有 «S(n) >邙 > 0. 

证明我们有 

|5(n) - S'(n)\ < 乙 9 ■ q^ +e = 0(P_ 吾 +e ). 

g>P§ 


由引理 12,14,15 和 16, 我们有 


•S(n ) 彡 C5 > 0. 


因此 


夕 ㈨ 彡 C S + 0( p -* + e )》 C 6. 
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5. 定理的证明 

定理对于 W > d , 我们有 ri ( N ) > 0. 

证明记 

Ti(a) = ^2 e(no)- 

由引理4,7和11，我们有 

r ； (AT) = T 7 (a)Ti(a)e(-Na)da 

= f T 7 (a)e(—(iV — n)a)da 

")9 

x J I 7 (p)e {- {N - n)0)d0 + 0(P 4 +l-*+«) 

= Y1 S ^ N - n ) p ( N -«) + 0(P 4+ f-* +e ) 

>orP* ^2 1 + 0(^ + *-*+*) 

^c B P* + ^ +0(P 4+ i-A +e ). 


至此，定理得证. 


(贾朝华译) 
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1.引 言 

Vinogradov ® 证 明了： 如果 P 是一个大的正整数，则对于满足 
r < Lk(k + l)(fc + 2 )logA 

的最大偶整数 r ， 有 

j 1 … j : I …+«叫 dai ••- da fc = 0( 厂-伸+ 1 ))， 

其中的 L (依赖于 / fc ) 由下面的表格给出. 


k 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

L 

4 x 81 

4 x 45 

4x34 

4 x 30 

4 x 29 

4 x 23 

4 x 22 

k 

9 

10 

11 

12 

13 

>14 


L 

4 x 18 

4x 16 

4 x 15 

4 x 14 

4 x 12 

4x10 



这个结果很重要，它有许多的 应用. 例如，在华林问题中的应用， Vinogradov 本 
人®给出的对于三角和估计的应用，作者④给出的在 Taxry 问题和联立华林问题中 
的 应用. 现在，对于小的 A ， 我能够改进上述结果.这就是，对于下面表格⑤所给出 
的《，我们有 

J: …£ |^ e 2,ri(akX * + - +0 «^| d Ql • • • da * = 

这里大 0( 和以后的等价记号 《） 常数仅依赖于 / b 和 e . 


① 1939年9月26日收到.发表于 Quarterly Journal of Mathematics, Oxford Series, 1940, 
lit 161-176. 

② Recueil Math.,new series, 1938, 3： 435-471. 

③ 见脚注②和 TVauatix de VlnstittU Math.de Tbiliasi, 1938, 5： 167-180. 

④ 参见本文的结尾部分. 

⑤ 最后一行是 Vinogradov 给出的值. 




证明方法原则上与我以前文章①中的相似，但作了更复杂的改进 • 

我们用 yA /( a ：) 表示/(工+ y ) - f(x). 显然， A /( i ) 是; r 和 y 的多项式 . A 运 
算将仅对变暈: r 进行.容易验证 

扒…办△卩？ = 0 (n > v ), 

Vi-- = n\y\ ••• y M ， 

yi - : c** +1 = y\ ■■- y^w, 

其中 u > 是!/ 1 ，…，办和: r 的整系数线性型. 

引理1 设仍 ㈤ ，…，办⑷为 a : 的多项式，设 

g(x) = aigi(x) + ••• + a 3 9 a[x) 

的次数为 fc . 令 

F = ge 2 * i9 K 

则对于 /i = 1, 2, …， fc - 1,有 

p p P 

F 2 ** 《 p 2 ** -1 + …^ ^ 厶** 9 (*» +1 ), 

Vi Vx *»+1 

这里表示有 O ( P ) 个项的和式②，而 * 表示条件 yi . • ^ A ^ r ( x M + i )^0, 其中 
g r {x) 的次数高于 / i . 

证明与我以前文章③中的相同. 

定理 A ( k ) 令 

f{x) = Oox k 4- aiX fc_1 + …， 

其中 ao 是一个《1的整数，而 ai 是一个《尸的整数.令 

p 

g k ― 、: e 2»i(c»*/(*)+c«fc-»:i fc_a + … 


① Quart. J. Math. (Oxford) , 1938, 9 ： 199-202. 

② 关于 W 的求和条件可能依赖于 J/i 的值，等等. 

③ 见脚 注 ①. 
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则我们有 t x 

j 。 … j 。 |5心如… da fc _ 2 da fc = 0( P A -^ fc2 - fc+2)+e ), 

这里 A 由下面的表格给出 • 

fc 3 4 5_6_7_8_9_10_ 

>； io 32 86 220 536 1272 2930 6628~ 


定理 B ( fc ) 令 



e 2jri(afc* fc +—+ai*)_ 


则我们有 



ICklMai … da fc = 0 (P-i fc(fc+1)+e ), 


其中 s 由前面的表格给出. 

这两个定理的证明相互依赖.准确地讲，我将用 >1(^) 和 B(b)(h ^fc-l,i 2 < 
fc-1) 证明中的结果来证明定理 A(k), 并且用和 B(l a )(h ^k-l,l 2 <k-l) 
证明中的结果来证明定理 B(k). 对于不同的 A 值,所用的方法也不同.当然，对于 
归纳法可以有一个统一的方法，但那样得到的结果比较差. 


2. 定理的证明 

2.01. 我们只要在表述上作一点小的改动，就可以在 A(fc) 中假设 f{x) = x*. 
事实上， 

jf … jf 收 |2Mdai . • • da*_2da*： 


等于方程组 


/(®i) + …+ /(〜) = f{Vi) + ••• + /(y M ), 

a ：? -2 + …+ ijr 2 = yf -2 + • • • + y 么 - 2 , 


Xi + • • • + = j /1 + • • • + 

的解数，这里的限制条件为 

1 < * v < F, 1 < < P (i/ = 1,2, - - ,n). 

将以上的等式分别乘以 k k a^\k k - 2 a^- 2 ,- - ,kao , 可得 

M 

y^((fcooa^) fc + kai (Jtaox v ) k ~ l + - • •) 
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Y^{{kaoyu) k + kai (*ooy^) fe_1 + ••■)， 

V=1 


^ 2 ( kaox u ) k ~ 2 = ^2 


(kaoy v ) k ~ 2 . 


记 

则我们有方程组 


E ( fcooav ) = ^( kaoy ,,). 


x' v = kaox v + a\,y' v = kaoy„ + a\. 


af + …+ < =必 +…+ #， 

A k ' 2 + ••• + <- 2 = yf 2 + ••• + y't 2 , 


xi + • •. + 4 = % + … + 1 / 二， 


⑴ 


限制条件为 


00 * 1 ( 1 : _ ai )， 


⑺ 


ai + 1 < x (, < ai + P . 


⑶ 


于是 



|5 fc| 2/i dai … dafc _2 dait 


肯定不超过方程组⑴在限制条件 （3) 之下的解数.因此，只要假定在定理>1 ㈨ 和 
B ( fc ) 中，我们允许求和范围在任一个长度为 P 且两个端点均《 P 的区间里，那 
么，我们只需讨论特殊情形 /( z ) = 4就可以了.从现在起，我们就采用这种稍微 
一般的假定. 


2.02. 我们现在来证明 


I 



|5 fc | 2fc da 1 --da fc <P fc+£ . 


⑷ 


为此,我们需要下面的 
引理2设 

Si = xj + • • • + xi (* = 1,2,•• - , fc ). 
则 an , …，; r fc 的对称函数 


/ = (5i -Xi) - (si - Xk) 
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可以表作 S 1 ，…，扑- 2 和办的一个函数. 

证明我们记 

/ = »1 - + …+ (-l)*<Tfc, 

这里内为灼，…，办的第 i 个初等对称函数.由对称函数的一个熟知结果，我们有 

/ = (-l) fc afc + (-l) fc-1 afc_iSi + /i(si, ••- , Sfc-2) - (5) 

由牛顿公式,可得 

(~l) k k(Tk = Sk + a\8 k -i + (-l) fc trfc_isi + /a(si, ••- ，办， 2) 


(― — l)a*-l = —«fc-l + f 3 ( 81 ， … ， Sfc_ 2 ). 

从而有 

+ (― l ) fc _1 ^ fc - lSl ) 

= -Sfc + ^lSfc-1 - SlSfc-1 + /4(«1>- • •，Sfc-2) 

=—flfc + /4( 沒 1， • • • ， Sfc_2). 

由此及⑸式，我们可得引理. 

2.03. (4) 式的证明 •（4) 式左端的积分不超过方程组 

zf + • • • + = j/f + • • • + y *, 

4_ 2 + … + 叇- 2 = yf - 2 + … + d _ 2 , 


xi H - + xk=yi + --- + yk 

的解数，这里的限制条件为 

Xu = O(P), y v = O(P). 

令 

/ = xi + - 1 - Xfc = j/i + - \- yk - 

由引理 2 知，方程组 （6) 可推出 

- x*) = (i - yi) • • ■ (/ - j/k). 

对于给定的 H 如果它们满足条件 



(l-yi) - (l - yk) ^ 0, 


⑺ 
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则町，…，办的组数不超过 

d k (( l - y l )--( l - yk )) = 0( P e ), 

这里 d ( n ) 表示 n 的因子的个数. 

如果 （7) 式不成立，则有一个2/和一个 z 等于 /• 设 ; Cfc = 1/* = Z . 对于; Cfc , 有 
O ( P ) 种选择 .（6) 式可以推出 

xt 2 + ■■■ + x k k zl = yt 2 + ■■■ + y k k Z 2 1 , 


xi + — h Xk-i =yi + — I- yt-i = 0. 


对于 Xk - uV 2，- . - K , 有 OP *- 1 ) 种选择.对于其中的每一种选择，可以唯一地 
确定 yi , 而对应的 X !, ••- , x k -2 不超过 ( fc -2)!(= 0 ( 1 )) 种可能.因此，在这种情形 
里，⑹式的解数为 0( P fc «). 由此证明了 （4) 式. 

2.04. 接下来，我们将证明 


广 … f\C k \^ 

Jo Jo 


l )dai-da fc <P fc+1+e . 


为此,我们需要下面的 
引理3 由方程组 




+ • • • + 4+1 = !/? + ••.+ 2/ fe + i . 
x i _1 + …+ = » f _1 + …+ Ai 1 ， 


H + • • • + Xk+\ = yi + • • • + yk+u (9) 

可以导出一个形如 

(xfc+i - yjt+i)g(yi ， • • • ,yk,xk,yk+i, ifc+i) 

=(** - Vk)Hyi, … ， Vk, x k ) 

的关系式,其中 S 和 ft 为其变量的 A -1 次齐次多项式.包含在 p 中的只含 & +1 
和 2 / fc +1 的 - 1次齐次多项式不能被 x fc+1 - y k+1 整除 . h 中4一 1 项的系数和5 
中项的系数均为非零常数. 

证明设 

«t = xl + ---+4- X . 勾 = + + 
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我们可以将⑼式写成 

s v = t v - ( x u k - yf ；) - ( x ^ +1 - y ^ +1 ) ( i / = l ， ".，*)• (10) 

众所周知 

Sfe — <^lSfe-l + CT2#fc-2 + • • • + (― l) fc-1 CTfc_iSi = 0, (11) 

其中内为町,…，：^的第 i 个初等对称函数.因为内可以表 作 31 ，…，力的一 
个多项式,所以，我们可以将 （11) 式记作 

Sfc - aiSfc-1 +a2(«l ， S2)S*-2 + • • • + (-l)* _1 <TJt_i(sx, • - - ,Sfc_i)si = 0. (12) 

类似地，有 

h — + ^2( tl , t 2) tk -2 + ••• + (- l ) fc _ Vfc - l (* l ，… ) tfc - l)tl = 0. (13) 

如果将 （10) 式代到 （12) 式中去,我们可以得到 （13) 式的左端加上若干项,其中每 
—项均为*的方幂与形如4 - vlx ^- y ^ 的因子之积.我们减去 （13) 式，并 
将所有不含坤 +1 -沾 +1 因子的项移到右边去，就可以得到所需要的关系式. 

9 中只含 办 +1 和讲 +1 的部分来自那些仅含 扣 +1 -成 +1 因子的项.在其中除 
去来自办的-(^ +1 ~ V k M ) 项外，其余的均含至少两个因子.这个例外项不能被 
(* fc+ i - y k + x ? 整除，而其他项可以.这就证明了关于 9 的结论. 

在用 （10) 式代入 （12) 式所得到的表达式中，可以通过令〜 = - x ^ k+1 来得到 
x k k + i 项的系数.这样，就有 A = (-1)"砖 +1 ，而系数为 

-1 - (-1)(-1) + (1)(-1) - + (-l) k ~\-l) k - l (-l) = -k. (14) 

因此中 o ： ti 项的系数为 _ ifc . 对于中 g - 1 项的系数也有相似的结论. 

2.05. (8) 式的证明.左端的积分为方程组⑼在限制条件知= 0( P ), y v = 
O ( P ) 下的解数.由引理3,方程组可以导出关系式 

(® fc+i - yk + i ) g { yi , - - • , yk , x k , y k + i , x k + i ) = ( x k - y *) h ( yi .- - ■ , yk , x k ). (15) 

对于给定的 yi ，… , y k , x k , 如果它们满足 

( x k - Vk ' iHvi , ■ ■ , yk , Xk ) ^ 0. (16) 

则 X k + U y k + 1 的组数为 


0( d{(xjt - yk ) h ( yi , - - , yk , x k )}) = OOP 6 ). 
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事实上，由引理3的第二个结论,满足 

a：fc+i - Vk+1 = c,g(yir- - > Vk,Xk,Vk+i,Xk+i ) = d 

(c,d 为非零整数）的 x k+l ,y k+1 的组数不超过 3 的次数 k-1. 

进一步地，如果 

(**： - Vk)h(yi,- ■- ,yk,x k ) = 0, 

则 

(* fc+i - Vk+i)g(yi, - - - ,yk,Xk,yk+hXk+i) = 0 . 

由引理3的最后一个结论知，对于给定的 yu ■■- ,y k ,y k+ u 这两个方程可以推出，仅 
有 0 ( 1 ) 个可能的; Cfc 和 x k+1 . 

在两种情形里，当 VU- - ,yk,x k ,x k+1 ,y k+1 已知，由⑼式可得，仅有 0 ( 1 ) 组 
可能的 n ，…因此，方程组⑼在限制条件 av = 0(P),y„ = O(P ) 下的解 
数为 0{P k+1+t ). 这就证明了 （ 8 ) 式. 

2.06. B(2) 为⑻式当 fc = 2时的特殊情形 • 

2.07. A(3) 的证明.由引理1可得 

p p p 

| 5 3 | 4 《/>3 + 尸 W y ^« e 2 niyiy a A a ( a 3 aj + aiX 3) ) 

Vl V3 *s 

这里*表示变量满足条件 ym^ 2 xl ^ 0. 将此不等式乘以 | S 3 | 6 , 并对于叫和 a3 
积分，可得 


f 1 C l^al^dajdas « P 3 C C \S 3 \ 6 d ai da 3 + PR, 
Jo Jo Jo Jo 

这里表示方程组 


3/ij/ 2 A 2 (xg) = zf + • • • + - zl (y 1 y 2 A 2 (x^) ^ 0), 

0 = Zi H - + 23-24 - Z6 

的解数，其中〜 = O(P). 因为给定 21 ，…， Z5 之后，其他的变量只有 0(p ff ) 种可 
能，所以，我们有 fl = 0(p5 +e ). 因此,应用⑷式（取 fc = 3)，我们有 

广疒 |5 3 | l0 da,da 3 «： P« +e . (17) 

JO Jo 

2.08. B(3) 的证明.由引理 1 可得 

p p p 

|C 3 | 4 《 P 3 + P^2^2^2-e 2Ki »'y^^ x l +a ^3) i (18) 
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这里 * 表示变量满足条件 

yiyiA 2 (xl) ^ 0, yiy 2 A 2 (x|) ^ 0. 

将此不等式乘以 |C 3 | 8 , 对于 a l)tt2 ,a 3 积分，并用⑻式 （A = 3 )，可得 

f 1 f C |C 3 | 12 d ai da 2 da 3 《 P 7+e + PR, 

Jo Jo Jo 

这里 i ? 表示方程组 

ymw = z? + • • • + ^2 - - zi( yi y 2 w ^ o), 

2yiV2 = Zx 4 - - hZt-zi - zi ， 

0 = Zl-i - +Z4- Zs - Zs 

的解数，其中 u; = A 2 (x|) 《P、z v 《P. 

对于任意固定的《 ; ，由 （ 4) 式 （fc = 3) 和 /⑷= 2z 3 - 知，方程組 
(2«i - wz^) + …+ (2zJ - wzl) 

= (2zf - wzi) + …+ (2z| _ wzi), 

2l +- h Z4 = Zb+ ••■ +Z8 

的解数为 0(P S+ *). 因此 , = 0(P® +e ), 从而， 

f 1 f f 1 ICal^dajdaadas «； P 7+e . 

Jo Jo Jo 

同理，将 （ 18) 式乘以 |C 3 | 12 , 应用 （ 19 ) 式和 

f 1 f |5 3 | 12 <1«^ 0 3 «： P« +e 
Jo Jo 

( 这是 （ 17) 式的平凡推论)，我们可得 

m 1 \C 3 \ 16 daida 2 da3 « P 10+e , 

即为 S ⑻. 

2.09.44) 的证明 . 由引理 1 可得 

p p p p 

|541 8 《尸 7 + P 4 ^ ^ ^ ^• e 2jiiyiy2»3A 3 (a 4 x}+o a *J+ai*4) j 

Wi Vi V3 X\ 

这里 * 表示 〆 0 • 乘以 |S 4 | 8 后积分，并用⑷式 （fc = 4 ), 我们有 

乂乂乂 |5 4 | 16 da 1 da2da 4 « P 11+e + P*R, 


(19) 
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这里 i ? 表示方程组 

2/i»22/3A 3 iJ = zf + ■ ■ • + 24 - 4- z i {yiViyi^xi ^ 0), 

0 = z ? + ■ • • + - Z 8> 

0 = 21 H - bZ 4 — Z S - 28 


的解数，其中知《 p •用 

j: j: |C 2 | 8 daida 2 « P 5 ^ 

(这是 B (2) 的平凡推论)，我们有 R 《 P 5 + e . 因此， 

m 1 |5 4 | 1<5 dQida 2 da4 « P 11+ *. 

重复同样的讨论，分别乘以 | S 4 | 16 和 | S 4 | 24 , 我们可得 

m 1 |5 4 | 24 daida 2 da 4 «： P 18+e 

m i 

f f f 1 |5 4 | 32 dQida 2 da 4 «； P M+e . 

Jo Jo Jo 

即为乂⑷. 

2.10. B(4) 的证明 _ 由引理 1 可得 

p p p 

\ Ci \* P 3 + P ^ ^• e 2 Jti |/ l jrt ^ a (<>4* s +<» s * i +— ) t 


Vl V7 *3 


这里 * 表示变童满足条件 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


yiy 2^ 2 x \ jL 0 , yiy 2 A 2 xl # 0 . 


将此不等式乘以|<74| 10 并积分,应用 （8) 式,我们有 



《 P» +e + PR , 


这里 _ R 表示方程组 


y\V 2 ^ 2 x\ = zf + - zf 0 # 0), 

vmw = + - ^io (yiy2w ¥= o), 

2i/iy2 = 2? + - z? 0 . 

0 = 21 + - Zio 
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的解数（关于和為大小的通常条件是不言自明 的). 对于固定的也，由 （17) 式 
知,方程组 

0 = ( 2 z ^ - wz \) + - ( 2 zf 0 - wz ^ 0 ), 

0 = zi -\ - zio 

的解数为 0( P 6+ *). 因此，丑= 0 ( P 7 + % 从而， 

f f 1 f 1 f | C 4 | u daida 2 da 3 da 4 < P ® +£ . (23) 

Jo Jo Jo Jo 

由引理 1 可得 

| C 4 | 8 < pT + p *^^ J 2'^2' e 2KlviViV3 ^ 3{a * x * + ' ' ) , 

Vl U2 V3 *4 

这里 * 表示 yi 2 fty 3 A 3 xJ Jt 0. 乘以 | C 4 | U 并积分，应用 （ 23 ) 式，我们有 

f C C t |C 4 | 2a da 1 … da 4 《 P 16+ « + P*R, 

Jo Jo Jo Jo 

这里表示方程组 

V1V2V3W = zf + - «14 (yiJ/21/3 切 / 0 )， 

6j/l!/2l/3 = 2? + - Z? 4 , 

0 = Zi + - Zu ， 

0 = Zi A -- Zu 


的解数.显然，对于固定的％ fl 不超过7程组 


(6zf — wz\) + . — ( 62：14 — wz\ A ) — 0 , 

Z ? + - Zi 4 = 0 , 

Z1 H - — *14 = 0 


解数的 pi + e 倍.由 （4) 式的一个平凡推论，我们有 

m 1 |54| 14 daada2da4 < P 10+£ . 


，因而， il 《 P 11+e . 由此可得 

r f 1 f 1 f |C4| 32 dai … da 4 《 P 15+e . 

Jo Jo Jo Jo 

用相同的方法,并分别用（20)，(21)，(22)式代替 （4) 式,我们可得 

f 1 f f ^ IC^dcn … da 4 《 P 22+e , 

Jo Jo Jo Jo 


(24) 


( 25 ) 
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f 1 f ^ f 1 IC^dar … do4 《 P 29+e , (26) 

Jo Jo Jo Jo 

f 1 f f 1 f 1 l^l^da! … da 4 《 P 36 ^. (27) 

Jo Jo Jo Jo 


最后一个即为 B(4). 

从现在起，我们将用缩写 



代替 



, a n )dai ••• dan - 


2.11. A{5) 的证明.由引理1可得, 


p p P 

|5 6 | 4 《 P 3 + ^ 


这里 


^(x) = as® 5 + Q3X 3 + a^x 2 + aix. 


乘以|5 6 | 10 并积分，由 （4) 式，我们有 


J \S s \ 14 da <s： P 8 ^ + PR, 


这里表示方程组 


yiV2^ 2 x% = z\ + - zf 0 (yiy2A 2 x| ^ 0), 

vm^ = ■z? + — ^10 (yiViW ^ 0 ), 

2yiI/2 =zf + - Z?o, 

0 = Zi-\ - 2 io 

的解数.对于固定的 《；, 由 A(3 ), 方程组 

(2«i - vjz\) +- (2z? 0 - wz io) = 0» 

zi + ■ ■ ■ — Zio = 0 

的组数《 P 6 + e . 因此， i ? 《 P 7+e , 从而 

JlS^da^P 6 ^. 


(28) 
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由引理1可得 

|5 5 | 8 «： P 7 + P 4 E ⑽ ， A3s(I： ‘ 

y\ ira »3 x < 

乘以 |5 s | 14 并积分，由 （28) 式，我们有 

f 15 5 | 22 da« ： P 15+e +P 4 R, 

这里表示方程组 

ywiyz^A = z® +- *i4 {yiy^y^x% ^ 0), 

6l/lI/2!/3 = 2? +- *14. 

0 = ^1 +-«?4» 

0 = +- Z\4 

的解数.显然，由 B (2) 的 一个平 凡推论，有 

J \C 2 \ 14 da P ll+e . 


因此 


由引理1可得 


J \S s \ 22 da P 16+> 


(29) 


|5b| 16 P 15 + P u 乞乞 ^2 ^2 乞 *e 2si|llwwv<A ‘ 9 (* s ). 

Vl V2 V3 Vi Xs 

乘以 |5 S | 22 并积分，我们可得 

j |5 5 | 38 d a 《 P 3()+e + P 11 it 

由 S (3) 的一个平凡推论，易见 

J |C 3 | 22 da 《 P 16+e . 


因而 

反复这个过程，我们可得 


j |5 8 |^« «： P 30 .' 


l-S , 5 | 38+16A da «： p30+i5A+ e (a = o,l, 2, 3). 


(30) 
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当 A = 3时，即为义⑻. 

2.12. 3 ( 5 ) 的证明.由引理1可得 

P P P P 

\ Cs\ a P 1 + P * ^2 ^2 52 y ~'* e 2aiVlV!tVa ^ 3 ^ aBX * +a * x * + '"\ 

Vi Vi V3 X4 

将此不等式乘以 | C 5 | 12 并积分,应用 （8) 式,我们有 

J \ C s \ M da < P 13+e + P ^ R . 

由 （4) 式的_个平凡推论，易见 

R 《 P 1+e J |5 4 | 12 da 《 P 9+e . 

因而 

j ICsI^dQ <s P 13+e . 

重复这种讨论，并分别用（20),(21)，(22)式代替⑷式,我们可得 
J |(? 5 | 2 。 + 似<1£»《 P 13+7A+e (A = 1，2, 3). 

用引理 l(/x = 4) 和 (30) 式,可得 

J \ C b \** +16K da « p 34 +18 A+ e (A = 1,2,3,4, 5). 

当 A = 5时，即为 B ( 5 ). 

2_13•乂⑹的证明 • 由引理1仏= 3) 和 >1(4) 证明中的结果，我们可得 
J |5 6 | 12+8 A do ： 《 p 6+7 A +« (A = 1,2,3, 4). 

由引理 1 (M = 4) 和 5(3), 我们可得 


J |5 e |« , da < i > 49 + e . 

由引理 l(/i = 5) 和 S ⑷证明中的结果，我们可得 

/ |5 e | eo + 32 A da < P 49+31 A +* (A = 1 i 2)3 i 4 ,5). 

当入= 5时，即为 A ⑹. 


(31) 

(32) 

(33) 

(34) 


(35) 
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2-14. S (6) 的 证明. 这里，我们将从 （8) 式开始的地方代之以从 

J | C 6 | 16 da P 9+e 

(这是 （8) 式的一个显然推论） 开始. 由引理 1(0 = 3) 和 >1(4) 证明中的结果，我们 
可得 

J | C 6 | 16+8A da < P 9+7X+e (A = 1,2,3). (36) 

由引理 l(/i = 4 )和 A ⑹证明中的结果，可得 

/ 《 P 30 ^ 6 ^ (A = 1，2,3,4, 5). (37) 

由引理 l(p = 5 )和4⑹证明中的结果，可得 

/ 1叫 120+ 〜《 pi 05 + 3 U +e (A = 1)2 i 3( 4,5,6). (38) 

2.15. A (7) 的证明.作为 （4) 式的一个显然推论，我们有 

J |5 7 | 16 da 《 P 9+c . 

由引理 1 (M = 3 )和大⑷证明中的结果，我们有 

j l ^ r | 16+8 A da < (A = 1,2,3). ( 39 ) 

由引理 1 (M = 4 > 和 4(5) 证明中的结果，可得 

/ |5 r | 40+16 A da < p 30 + m +e (A = 1>2) 3 , 4 , 5 ). ( 40 ) 

由引理 1(//= 5) 和 （27) 式,可得 

J I 5 r| 152 da < P 136 + e . ( 4 i ) 

由引理 1 (M = 6) 和丑⑻证明中的结果，可得 

/ |5 r | 152+ e 4 A da « P 136+63 ^ ( A = 1,2,3,4,5, 6). (42) 

2 .16.丑⑺的证明.作为⑻式的一个显然推论，我们有 

J iCrl^da < P 16+e . 
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与 A(7) 的证明一样，我们可得 


j |C 7 | M+8A da 《 pi6+7A+e (A = 1,2), 

(43) 

f ICVI^+^da 《/^+似料 (A = 1,2,3,4,5), 

(44) 

f |C 7 | 120+32A da 《 pios+3U+« (A = 厂^^句， 

(45) 

f |C 7 | 3I2+64A da < P 291+63A+e (A = 1，2,3,4,5, 6,7). 

(46) 

2 _17. 4 ⑻的证明.作为⑷式的一个显然推论，我们有 


J |S 8 | 24 dQ « P 16+e . 


此外，我们还有 


J |5 8 | 24+8A da « pie+^ +e (A =12)i 

(47) 

J |5 8 | 40+1 «Ma< p30 + i5A +e (A = 1> 2,3,4,5), 

(48) 

/ | 58 |120+32A dQ[ 《 p 106+3U+ e (入 = 2 , 3,4, 5 , 6 )， 

(49) 

J |5 8 | 37fl da < P 3 ^, 

(50) 

f |5 8 | 378+l28A da« /^4 +1 m +e (A=：1)2) ... t7) 

(51) 

2-18. S ⑻的证明.我们有 


j |C 8 | ,8+16A da < P9+15A+. (A = lt 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ), 

(52) 

/ |C 8 | 114+32 Ma < P 妍歸 (A = 1j2)3i4)5)6)) 

(53) 

j ICsI^+^da « p2 85+63 A +e (A = 1)2 ... 7)i 

(54) 

J \C a \ 754+lmx da « 尸 7 26+ mA +e (A = 12 ... g) 

(55) 

2-19. #9) 的证明.我们有 


/ W 8 他 da 《 p9 + 15A + e (A= li2>3)4)5 6)) 

(56) 
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J \Sg\ lu+32X da P w+31A+e (A = 1 , 2,3,4,5,6), 

(57) 

J |S 9 | 306+64A da 《 p285 滞 +: (A = 1,2, - - ,7), 

(58) 

J ISgl^da < P 853 ^, 

(59) 

J |S 9 |882+256A da ^ p853+255A+e (A = 1 , 2, • • • , 8). 

(60) 


2.20. 5(9) 的 证明. 我们有 

J |C 9 | 20+16A dQ «： P 10+15A+e (A = 1,… ， 5>, 

J [C 9 | 100+32A da < p«+3iA+ e ( 入= ]_ ，…， 6 )， 

J |C 9 | Ma+MA d a 《 p271 + 63A+e ( A=1) ... >7)> 

j |C„| 740+128A da < p712 + l 2 TA+e (A = 1， ...， 8 ), 
J |C»| 1764+256A dQ « 尸臟廳 +e (A = 1 ， ••• ， 9) 

2.21. A(10) 的 证明. 我们有 


f |5io| 20+16A da « P 10+15A+e (A = 1 ， … ， 5 )， (66) 

J |5i 0 | 100+32 Ma 《 P* 5+3U+C (A = l, - - ,6), (67) 

J |5 10 | M2+64A da 《 P 27,+63A+e (A = 1， . • • ， 7 )， (68) 

j |5i 0 | 740+128A da 《 / > 7 i2+«7A+ e (a = 1， •. • ， 8 )， (69) 

J\S 10 \ m20 d a ^P 19 ^, (70) 

J |5io| 2020+512A da «： P 1983+511A+e (A = 1 ， … ， 9). (71) 

2-22. 5(10) 的证明 . 作为⑻式的一个显然推论，我们有 

J ICiol^da < P 27+e . 


( 61 ) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 
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此外，有 

J |C 10 | 38+16A d« 《 P 27+15A+e (A = l,---,4), (72) 

J\C 10 \ 102+32X da « P« 7+31A+e (A = 1，…， 6)， （73) 

J |C 10 | 294+84A da < P 273+63A+e (A = 1， • •. ， 7)， （74) 

J |C 10 | 742+128A da 《 p^M+mA+e (A = i,... ,8), (75) 

f |C 10 | 1768+258A da 《 pi730+255A+ e (A = i,... ,9), (76) 

J 《 P 402 ^ 511 ^* (A = 1, • • • ， 10). (77) 

3 .应 用 

本节中，我要谈一谈关于定理的一些可能的应用. 

1) Tarry 问题.我希望在以后的文章中讨论这个问题. 


2) 华林问题.设 G { k ) 为最小的正整数 .s, 使得对于所有充分大的正整数汉，方 
程 

N = Xi + - + xj, x„ ^ 0 

总可解. Vinogradov 曾经证明了 

G(k) < 4fclogfc + 8fcloglogfc + 12k. 

如果引入本节的结果，并按照 Vinogradov 同样的方法，我们可以在 在15, 000 时 
得到比他更好的结果. 

3) 三角和估计.我们改进了 Vinogradov ①的一些结果，细节将另文发表. 

4) 联立华林问题.设 r 为方程组 

arf+ --- + X? = (A = l,2,.-- ,k) 

的正整数解的个数.假如 s 由引言中的表格给出，则本文的结果可以推出 

T = 0(P* - » fc(fc+1)+e ). 

关于 r 与多重 Fourier 积分和同余式的一些定理之间的精确关系，我们将另文给 
出. 

(贾朝华译) 


①见85页的脚注②和③，以及 I'Acod-dea Sciences de VU.R.S.S., 1938： 399-416. 
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本文的主要目的为证明下面定理： 

命 /(®) 为一个 k 次整系数多项式. 

/(*) = Ofci* + ••• + a x x 


及命 ( ofc , • • - , ai ， q >) = 1,则 

S{q, /(*)) = 亡 e,(/(x)) = OO7 1 -" ，， e,( 2 ) = e 2 * u ' 

*=i 

此处与 0 有关的常数仅依赖于 k 与 e. 

这一结果比我先前的一个结果为优 ©, 在该结果中与 O 有关的常数还要依赖 
于多项式的系数. 

在§§3, 4 中，我们将给出定理一些简单应用，这一定理的另外一个应用为用于 
Vinogradov 研究过的一个问题，将于另文发表. 

§ 1 . 定理为下面引理的 推论： 

基 本引理命 i > l 及 p 为一个素数，又命 

f(x) = OkX k + •••+ Ojl 

及 Pt ( ai ， … ， a fc ), 则 

此处与 0 有关的常数仅依赖于 fc . 

引理的证明将在下一节中给出. 

引理 1 (Mordell)® 

S(p,/(x)) = 0(p 1 - 1 / fc ). 

引理2若（奶，你 ） =1及/⑼= 0,则 

S{qiq2,f{x)) = S{qiJ{<t2x)/<t])S{q2, /(gix)/gi). 

① 1939 年 4 月 M 日收到 .乂 Chinese Math. Soc., 1940, 2: 301-312. 

② Jour, of London Math. Soc., 1938, 13: 54-64. 

® Quarterly Jour ； 1932, 3: 161-167. 
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证明记 ;r = qiy + 922 , 则 y 与 2 分别过 mod g2 与 mod 奶的完全剩余系时， 
a : 过 mod Ql 92 的一个完全剩余系.进而言之，我们有恒等式 

e fl ,«(/(9 l !/ + Q2Z )) = e Ql ( f ( q2y )/ Q2 ) e g3 { f ( qiz )/ q x ). 

所以 

S ( qi < l2 , f ( x )) = ^2 e , l 92 (/( x )) 

x=0 

= 5Z e <aU{Qiy)/Qi) 52 e fl ： (/(92 z )/«2) 

= S ( Ql , f ( q2x )/ q 2 ) S ( q 2 , f ( qix )/ q 1 ). 

定理 1 若 （ M ，…， = 1，则 

S ( q , f ( x )) = 0 ( q 1 - 1 ^). 

证明由基本引理及引理 1 与 2, 我们有 

|5( 9l /(x))| < (c(fc) 产 V- 1A , 

此处识的表示 g 的不同素因子个数，由于 

c (*r ⑷=0(/)， 

所以定理成立. 

§2定义命 

/(*) = a * x k + ••• + a\x 

P l -\\ sa t ,t = min ⑴，… , l k ),t > 0 •命 s 为满足 p *|| 和. 最大之整数，这一整数定义为 


f ( x ) 的指标， 

并记为 s = 

ind /( x ). 我们立即得到下面诸引理. 

引理1 


ind /(*) = ind /( a : + A ). 

引理2 


ind /( ar ) ^ ind /( px ). 

引理3 

若 ind /( x ) 

= indf ( px ), 则由 


可以导出 p|;t. 


f '( x ) = O ( modp t+1 ) 
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证明对于任何 s，， 由定义有 Rls + a ^ ls ' + s '. 所以 
I , < la ', 当 

事实上,若 S <〆，则这一结果是定义的简单 推论. 若 S > ，则 I .^ l a '+ S '- S < ls ', 
所以由 f ( x ) = O(modp 1+1 ) 推出 

sa a x a_1 = O(modp t+1 ), 

BP p\x. 

基本引理的证明由于 

|5(p 4 , /(*))| < p l < p t+1 彡 P 24 < * 2 ，当 * > 0 
及由 Mordell 引理， 

5(p,/(®)) = 0(p 1 - 1 / fc ), 当 t = 0 
所以当/<< + 1 Bf, 引理成立.因此我们可以假定 l^t + 2 , 


入 1，…， 乂 

为同余式 

/ / (i) = 0(modp t+1 ) 

的不同根，则显然 e < < A: 2 及 

p' p ,+, p* 

5^epi(/(z)) = ^2 epi(/(x)). 

1=1 (；*■*) 

若 i 不等于 A's 中的任何一个,则命 i = v + ^- t ~ l z . 我们得到 

p 1 p 1 -*- 1 P t+, 

XJ v (/(*)) = 51 vC/Xv)) 53 e P t + i i z f \ y )) = °- 


所以 


Ev(/(*))| 


e P‘ 

E Ev 

l=> , x=l 


e max 
Ki<e 


(/㈤) 


E V (/(\+ P t +1 y )-/( A *)) 
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Ip '-'- 1 

53 V--〆 讲 ⑷)| 


此处#为能整除 /( Ai + p t + l j /)-/( Ai ) 所有系数的 P 的最高幂次，由于内< fc ( l + t ). 
所以 


5^ e pl (/( a :)) 

X=1 


若 ind /( x ) = ind /( pi ), 则由引理 3 得 


X ) V ，(讲⑻) 


Yi V -**‘ (讲⑷) 


⑴ 


p 1 p 1 -*- 1 

^2 e P i ( f ( x ))= p l+1 S V (/(»)) 

p i-.-a 

= p t+1 H e p *(/( py )) 

V=1 

p i-.-a 

= p t+1 5 Z v - 〆〆 2 )) 

V=1 

p‘- w 

V =1 


此处为能整除 f ( py ) 所有系数的 P 的最高幂次及 f ( py )= P ^ g ( y ). 则得 
； e p .(/(x))| 


*=i 


彡 〆 i-"fc) ^2 ep.-^(p(x)). 


( 2 ) 


若我们反复运用这一方法，则最多有 fc 步，而每次均有一个小于 fc 2 的因子（用⑴)， 
其他的则仅给出一个因子 1( 由（2»,所以 


Slp l ,f(x)) = 0(p^- 1 ^). 

附记： 定理中的 e 在绝大多数情况下都是可以省略的，更仔细地讲，假定 / fc 非 
形式或 3.29, 则对基本引理的证明作一点修正并用 Davenport ®— 条引理可得 

祕/⑻）〜 〆 - 1 #). 


① Jour, fiir Mach., 1933, 169: 158-176. 
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§3本节的目的为证明下面定理 
定理1 命 

/(x) = a k x k + •■• + «ix, (qk， …， ai.q) = 1. 


则 m 

f>,(/(:r)) = ^ 5 («,/(x)) + ⑽ - 卿 ). 

*=i q 

显然只要证明下面的事实即足：若0 < m < <7,则 

f ； e,(/(z)) = 0(g 1 - 1 /^). 

*=i 

首先，我们寻找一个有周期9的函数 9{ x ), 且满足 

,, f 1,当 Ocrcm , 

9{X) = \0 , 当 m <: r < 9 . 

若我们假定 S (0) =9(叫=则 W 1 ) 可以表示为 Fourier 级数： 

OC* . 

»(*) = ^ + 5 Z (〜("*) - e o^ x ~ m )))> 

此处在求和号中需去掉 n = 0对应之项，命 

s < t = Yi e X 

n = q+l 

熟知若 Z 非 9 之倍数，则 

〜喵 r. 

此处彳 g 表示 t 至其最近整数之距离.从而，由分部求和法得 

„t^ (±ra)=o (if^i)' 

类似地，若 a: # m 及0 < a: < g, 则 

i ^ e, (士 (一) " )= o (.」™) m ). 
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当及 0<a:<g 时,我们有 

9 i.x) = ^+ - e q (n(x - m))) 

+ ° («{*/«}) + ° (^{( x - m )/^}) • 

其次 m 

^]c,(/(x)) = 5Z*e,(/(i))g(i)+0(l) 

此处 ！： • 表示在求和号中除掉 a ： = m 与 * = g, 由（ 3> 即得 

*=1 v *=1 n n=-q ,1 

x (” *e,(/(a:) + nx) - *e 9 (/(®) +nx- mn)) 

+0 (S'jf^)) +0 (S'^ 


- m )/?}) 


= /i+/a + / 3 + /4 + / 6 ( 定义)， 


我们有 


= ^?^? =C>(l0g9), 


及 J 5 满足同样的估计 . 
最后，考虑 


V 1 9 

Xj;IZ e “/( x ) +n：c ). 

命 （ a fc , … ， a 2 , g) =〆 及 〆 ' 为 〆 的任何因子，我们将 n 适合条件 
(«*.••• ,02,01 +n,q) = q" 

的诸项集合起来，则 


«=1 |*=i 




/(x)+nx) 


(3) 
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E E ^ ， W ， ) 1 - 1/fc+£ 


* o 1 +»£b 1 . > 
9/<1" 


< EE 忐-叫 

\ q"/q m=l H f 

= 0 ( q ^^ logq ^ ^-i+i/*+ e j 
V o"/q ) 

= 0 { q l ~ l l k+e ). 


这一方法给出 

h = OQ 1 — 1 〆* 十 *)， I 3 = 0( g l-Vfc+e). 

显然 

h = 0(g 1_1/fc+e ). 

将所有这些结果综合起来，即得定理 1. 

由于 A： 次整值多项式的分母< fc!, 若我们仅假定 /(rr) 为一个 A 次整值多项式 
及 /(®) ^ /⑼ (modp)， 此处 p 为 q 的任何因子，定理1成立. 

§4. 最后，我们将证明一条定理，它对 Waring 问题的“优弧”问题有一个有趣 
的应用 • 

定理2 命 /(a:) 为一个整值多项式，命 

S ⑷ = a=-+P f 

x=o q 

1(0) = / 尸 e ⑽⑽ dx, 

则当 g = 0( /及 = OWP-W) 时，有 

5(a) = q- l S a , q I(P) + 咖卜 1 作+”， 

此处7= 9(9, d) 及 d 为 f(x) 的系数的最小公分母， 


s a,g = ^2e q (af(x)), 
x=l 

及与 O 有关的常数仅依赖于 f(x) 的系数. 

欲证这一定理，我们将应用著名的 Euler 求和 公式: 
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歧 1 

f > i ( x ) = x -[ x )-~, 

此处 M 表示不超过: C 的最大整数.我们用归纳法定义 b t { x ), 
bi(x + 1) = bi ( x ) 


及 


bi ( y)dy = b {+ i ( x ) - 6j+i(0). 


⑷ 

⑻ 


命& > a 及 War) 与其导数（以下所出现者）在区间 a ^ x ^ b 中为连续函数， 
则对于任何 t 皆有 

E p(m + t、= j g(x)6x + 5^{fl (r) (6)6 r+1 (« -b)- p (r) 0i)6 r+1 (卜 a)} 
0<^1<6 ° r=0 

-j g、 1 、(x)bi(t - x)dx. 

定理的证明第 一步： 

5(a) = ^ etei/(l)a = E E e,(a/( V ))e to WW 

S=0 V=1 


=£e,(a/(u))d vi 


此处 


=E 

0<«J + v<p Ogj+u/fl<f*/, 


^ O ' + w /?), 步 Oc )= e 2 " W (扣) • 


dv = E e 2KW ® +v> = 

OS«J + uSp 

由 Euler 求和公式得 

^ = C #(x)dx+ g { #(r) ( l ) 6 - +i (i - f ) 

-步 ( r )( 0)& r +l (^) } ~ J ^ dx . 


#(x)dx 


e 2 * i0/( «* ) dx = I / P e 2»iW(») d y ) 
5 Jo 


由于 


⑹ 
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所以由（ 5 ),⑹可知 

⑼ 6 r+I 

此处 

Or+l ( 卷 - *) = & e,(a/(V))6r +1 (!-*)， 

r = Y^ e «( a ’( v )) 乂 # (0 (a ： )6: (I - z) dz. 

第 二步：若 g = 0(P 1 - e ),/? = 0 {q- l P - k+l ~ c ) 及 0 彡 a: $ P/ 夺，则 


W r ) = 0 (P~ re ). 


假定 /(v) 仅含一项，即 /(v) = i4w*， 命 


首先，我们将证明 
命朽⑷=〆，则 


fl >(®) =产卽 ㈣ *, 
少 (r) = o ( p - re ). 

9[ T \z) = e* fc F r (z), 


此处 F r (z) 为一个 r(* - 1) 次多项式,所以 


! P (r) (®) = e ^>»(f*)V r ((2jri/3>l) 1 /*gx)((2m/?>l) 1 / fc 5) r . 


从而 

尹 ⑺⑷= 0(1 + (|/3| 1 / fc 9 x) (fc - 1)r )(|/0| 1/fc 9) r = 0(p~ rf ). 
其次，我们假定 /(a：) 为一个多项式,其首项系数为 A 命 
步 (I) = !?(x) 的⑻， 9 x {x) = 


假定⑺对于 * - 1真实，即当|/3| < e 时，有 

^ (r >(x) = 0(P- rE ). 


⑺ 
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由于 g - lp - fc +2 -e > q - lp - k + 1 - c ^ 所以当 |別= 0( 厂 l p -*+ l - e) 时有 

奶― on 

进而言之，由于 

5^)(®)= !?,(x) + ( [ ) !f (r - 1) (a:)s^(;c) + ..- + <P(x) ^(x), 

# ( r ) ( x ) = 0( 茂落 （ s ? ( r -*) ⑻蚵 0 ( I ))) = 0 ( P ~ re ). 


所以 


第三步：取 


则 

所以 


i = [ l / e ] + l , 
# W ( X ) = 0( P - 1 ). 


1用= 


第四 步：命 


=o(i) _ 

5 v = ^>,( a /， 

h=l 

由 a v ( t ) 的定义可知 

° r (=-<) =5l6r+l Q-<) 

5 / v 

+ ^.(Sy - S v -i)b r +l ^ — tj 

= S Sm 卜 +1 (i - *)、 +1 ( 宁 - *)} + 5 fl 6 r +i(l — t). 


由定理 1 可知 
所以 


S v = 当 0 < v < «• 


- 1 ) =» 卜-叫 I 卜 (?-《)_“ 
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由于心 +1 是一个有界变差函数，所以 

=0(g 1 - 1 / fc+e ). 

第 五步： 联合第二，第三与第四步的结果，我们最后得到 

a{a)-^- 1 S aq I(P) = 0 ^ 1 - 1/fc+e J2p- re + 1^ = 0(t~ /k+t ). 

(王元译) 



一个数分拆为互不相等数之和的分拆个数®® 

华罗庚（昆明，国立清华大学） 


1.导 言 

命表示将一个整数分拆为不相等数之和或奇数之和的分拆个数 ® ，则 


/(*) = 1 + 5 Z Q ( n ) x n = (1 + *)(1 + x 2 )(l + a : 3 ) ••• 

n=l 


( l - a ;)( l - a : 3 )( l - z 5 )---' 


( 11 ) 


Hardy 与 Ramanujan ® 报出，用他们的基本分析方法可以得到如下结果： 

9(n) = [ m {l ( n+ 去 ) 广 2 ] +2 1/2 cos(^n-i n )£j ： 

+ • • ■ 4- to [ an 1 / 2 ] terms + 0(1), 


此处 a 为任意常数，相比于 n 的分拆个数 p ( n ) 的估计，这一结果是欠满意的.这 
是由于在 p ( n ) 的情况下，当 n 递增时，误差项趋于0,最近 Rademacher ® 获得了 
关于 〆 n ) 的一个等式，本文的工作为直接应用 Hardy - Raraanujan 方法，再加上两 
点改进，即 Kloosterman 和与 Rademacher 的“无穷级 Farey 分割”的应用. 

本文方法也可以用来寻求 


[ n 1/a ] 

P(" - * 2 ) 

i=i 

的显公式，其中 p ( n ) 表示 n 的非限制分拆数. 


① 1940年4月27日提交给学会；编者收到日期为1941年1月9日. Tras. Amer. Math. Soc., 
1942, 51: 194-201 

② 本文在二战前己被 Acto Arithmetica 接受. 

(I) Cf. MacMahon, Combinatory Analysis, 1916, 2: 11. 

④ Proceedings of the London Mathematical Society(2), 1918, 17: 75-115. 

⑤ Proceedings of London Mathematical Society(2), 1937, 43: 241-254. 
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( fc + - h， - h) ))' 当 2|fc , 

^ ( S ( k + ^~ r ~)^ h + h ， ~ h 2 h ，) ) - 当叩' 2 十〜 
exp (- 夸 (k 2 - 1 - hk + ^ih + h^fhh'k- hh k -)))> 
当 2 tfc ,2|/», 

eMexp ^-^ C / H - ho ), 当 2|* 
evfcexp (-^ j (2 A - A ,)) ，当 2 十 fc , 

此处 Wi ' 三 l ( modfc),ft = / i / ( mod 2). 

定理一个整数分拆为互不相等数之和的分拆个数为 

«(")=▲£ E 叫 . 的 ― 去 J 。(?{■("+▲)} 

fc = l , A : o < M (/,, fc )= l ,0 <hSfc \ ^ y 

此处 J 0 { x ) 为 O 级 Bessel 函数. 

3. Farey 分割 

关于 （1.1), 由 Caucly 积分公式得 


g ( n ) = 


2iriX 


m. 


积分路往为圆周 | z | = 此处 iV 为由我们派定的某正整数，通常的方法为 

将圆周分成 iV 级 Farey 弧 kfc . Farey 弧由 


x = exp(2nih/k — 2nN~ 2 + (h, k )= 


= 必 2(h ， k) 


(3.1) 

(3-2) 
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定义，其中 hy / k ^ h / kM / kz 为 N 级 Farey 序列中的三个连续分数，熟知 


k{N + k ) 《汐 1 …，*) < k ( N+iy 


k(N + k ) 彡 < k(N + l ). 


^ E / 黑 d 

(h,k)=l,0<h^k^N >/ «，<* 


命乃与了2分别表示适合 2| fc 与 2 ffc 的诸项之和，则由 (3.4) 可知 


4. 关于 Kloosterman 和之诸引理 


引理 4.1 ① 命 




g = ^6 r e ^/*： 


之整数， 6 r 独立于 h 及 


hh ! = l { mo ^ k ) 


< log 4*:. 


引理 4.2 命 a 为一个绝对常数，则 

5 Z exp d (71* + mh ') \ = 0( fc 2/3+ e ( n , fc ) 1/3 ). 

0</k^afc,(/>,afc)=l,/>5i(a) ' ° / 

引理 4 .3 若 fc 为偶数及由 §2 定义，则 

S fc = 51 ^ ^{nh+mh^/k = 0 {k 2/3+e {n, A:)" 3 ). 

1^/I^fc,(fc,fc)=l,w.»=l(fc) 
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证明为简单计,在此我仅给出情况 24 fc 的证明，则 

5 fc = 5 ： E 叫,一，)/*=• 

l<(<24,(i,24)=1 l^h<fe,(h,le)=l,fcfc , =l,fc=/(24) 

内和变成如引理 4.2 所示的 Kloosterman 和. 所以 

5* = 0( fc 2/3+ c ( n , fc ) 1 / 3 ). 

关于另外情况的证明，并无困难，但略为复杂一点.下面的事实将被用到•■命 
F { h t k ) = ( JH , ke 2xiinh+mh，)/k , 

则 F(h + k , k ) = F { h , k ). 

引理 4.4 命豺 fc 及如§2所定义，则 

S = ^2 WA , fce sli(2n,,+mh，)/fc 

l<fc<fe > (fc,lb)»lM , sl(fc).Vodd 

= 0( k i /3+ t ( h , k ) 1/3 ). 

证明类似于引理 4.3 的证明，在此仅需注意 
s = 

l^h<2k,{h,2k)=l,hh'=H2k) 

5. 关于椭圆模函数线性变换的引理 


引理 5.1 假定 为适合 hh/ 三 l(modfc) 的一个正 整数； wm ： 由 §2 
所定义，及 

( 2 nz 2 hn \\ . ( 2 n 2 h r n \\ 

I = exp^— r + —J, … 邛卜[一丁 J, 


此处 Z 的实数部分为正的，则 


/( x )= a, fc>fc exp (-^ + ^)/( x 0- 
证明若我们取 a = h,b = — k , c = (1 — d = ft ', 则 ad — 6 c = 1 .记 

x = q 2 = e w , x' = Q 2 = e 23rir , 


r = (h + iz )/ k , T = {— h ' + i / z )/ k , 
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则我们易于验证 

T = C - 

a + br 

同 Tannery 与 Molk 的记号得 


所以 

f{x') = 

1 2 V 3 V X ( T ) 

=exp (jti^Cd 2 - l)(c - 1) + 学 

_ (&-c)(&cd-g)\\ 1 1/12 ^(r) 

24 

- MKW - 1 ) (卜 D + f -. 卜 c ) r - °) )) 

• m ： r ) 

=exp(O - 1)(c - 1) + f - (6 _ C) n 

. eXp (—(U) exp ( 盖 ( A + 叫财 

引理 5 . 2 假定 2 t/»A：，Wi'sl( rao d 2 /t),& 

/1(*) = 11( 1 + x "~ 1/2 ) = l + Xl 7i(n)x n/s . 

1 n=l 

则 

/ ⑷=舞哪(1^(2 +去))/骑 

证明如引理 5.1， 我们有 


/i(*) = Mg 2 ) = n(l+9 2n_1 ) = 2l/ V /24 ^y, 


hW)- 


X ( T ) 


2 i/6gV24 exp (一达二 c)(^c 一 d) 如 ) 

2 l/6gl/24 exp ( (fc-C^C-d) 旭 ) 

eXP (- fc ^^ ri ) 2 V 2 


4>( t ) 

W ) 

2" V / 12 /0 r ) 
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弓 I 理 5.3 假定 2|/ i ，2 tfc ， Wi ' = l ( nKKl *:)，2|/ i ，， 及 

， 2(*)= n(i - * n _ i/2 ) =1 + e 92(«)* n/a - 

1 

则 

/(x) = ^|exp( I ^ 卜去 )) 綱 . 

证明取 

a = —h, b = k, c = (hh 1 — l)/k, d = —h', 

则 

f2(x') = MQ 2 ) = 2" 6 q" 24 誤 I 

= 21/6(31/24^^ ( 〜 1 + 专一 (a + d)(oM-c) 》 ^(r) 

= 2^exp(| (^1 + f _ ty- C ) )) - Q^W^fix). 

6. 被积函数的逼近 
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cfc_i(Af+l)_i 00 

= ^ ^2 I 5^g(i/)e _(2n/fcz)(,/+1/24)+(2,[ * /A:)(n+1/24) 

l<fc<AT,2| fe(A,fc)=l,0<h<fc v=0 

. ^ b r e 2 xlrh ，/ k u h > k e - 3 nihn / k - 2 ^ h ' ,,/ k dd . (6.1； 

r=l 

由于 （ l/AO^l/z) g 1 所以 

1/1 '■ id* 人 - 1，)- 1 5 9(i/) 

•—-? { u+ k) R l + f( n+ h) Rz } 

^|6 r | Y1 叫 / 加一+奶叫雄洲 
r-l |(M)=1 

/ N r k~ l (N+l)- 1 00 k \ 

= 0 (S 厶 - S ,Me ~ 名 1 — 3<w ) 

= 奋 _ ♦ 。險 一 ) 


E 广 

k=l,kodd(h,k)=l,0<h^k J ~ k ~ (/V+ 
• g(*/24fc)(2*+l/*)—2rohn/fc+2j«n/fcjj^ 


用同样的方法得 IJ 2 - J \ = 0{ N -^ 3+e ). 


7 . 一个围道积分 


命 w = iV -2 — it ?, 则 


U2 J2 5Z Wh - fce_27 

l<fc<iV,fc odd(h,fe)=l,0<hCA: 
f N +11?1 e 2»u;(n+l/24)+*/24fc*u. dw 


' N - a - i^ a 
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= 2172 u ^ ke ~ 

X<fe<Ar,fc odd(fc,*:)=!,0<fc<fc 


■a 


f _2 +ifc _, (JV+l) _1 


—W _2 +ifc _, (W+l) _, 


JW- 2 +Wi y/tf- 2 +ifc- 1 (JV+l)-» 

i*Ar- a +ifc _1 (Ar+i)- 1 /.w _2 -ii» 2 

+ 7-iV-a-ifc-i(JV+l)-> + Vw-a-i*-i(W+l) 

= K \ + Kz + Ks + + Ks + i<( 定义)， 


- a -ifc- 1 (JV+l)- 1 
a + ifc - HAT + l )- 1 
- 2niResidue at 0) 


K x 


= 2^ E E 

l</c<Ar,fc odd(h,/c)=l,0<h<fc 


^ h , ke-^ hn/k 


由引理 3.1 得 


/ •JV -2 +i*~ 1 (JV+l) -1 
Vw-a+ljk-i(JV+fc)- 




k,=o ( w u 2/ C.’ + ("+ 去卜 + 忐 

: o (l 


S-hnN-i I dl?) 


= o ( at " 3+ *). 

关于 at 5 , 类似的结果成立. 


我们有 


R 1 ■ n 

k 2 u ~ fc 2 jV -2 + N 2 ' 


■HN+k)- 1 ) 


K 2 = 0 1^2 N ~ 2 k 2/3+e ) = 0 ( N ~ i/3+e ). 


关于 iC 4 , 类似的结果成立. 

再将 Kloosterman 的论证用于 /f 3 , 得 /^3 = 0 ( N ~^ 3 ). 

最后我们来寻求 exp ( 2mj(n + 1/24) + n/24i 2 u>) 在 u; = 0处的残数,我们有展 

开式 


e 2nw(n+l/24) = 


( 2mj(n + 1/24) 广 


所以残数为 


lt /24fc 2 w = y'l 
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因此 


当 7 V - 


( 2it ( n +占)） 

= 去去* 7 。(完 {I ("+▲)})• 


N 

E 


fc=l,fc odd(n»=l, 0 <h<fc 


^ J， 


(f{!(or) +c? w)_ 


D 即得定理. 


(王元译) 



关于 Pell 氏方程的最小解 ® 

华罗庚（国立清华大学） 


命 a：o,yo 为 Pell 氏方程 

X 2 — dy 2 = 4 

的最小正解，此处 d 为一个正整数，它不是一个完全平方，而且同余于0或 l(mod 
4) .命 e =(抑+以 2 如 )/2, 则 Schur ②曾证明过 

( 1 ) 

或更确切地 

loge < d " 2 ((1/2) log d + (1/2) log log d + 1). (2) 

当 d > 244.69 时，他利用性质 

d 1/2 (( l /2) logd + (1/2) loglogd +1) < d 1/2 \ogd 

将⑴由 （2) 导出.而当 d 彡 244 时，⑴式可以由直接计算得出.本文的目的为证 
明一个稍好的结果 

loge < d 1/2 (( l /2) logd + l ). (3) 

由此不需要作任何计算即得 （1), 本文所用的方法为以前论文所述的方法. 

命 （ d / r ) 为 Kronecker 符号（当 n = r 2 (mod d ) 时，定义 （ d | ri ) = ( d | r 2 ). 这样 
我们就将定义延拓至负整数 f ). 

命/表示与 d 有关的基本判别式，即 

d = m 2 /, 

此处/不能被一个奇素数的平方整除，及它或者为一个奇数或者同余于8或12 
(mod 16). 

引理1 当 d >0 时有 

© 


① 1941 年 12月3日收到.发表于 Buii Amer. Math. Soc., 1942, 48: 731-735. 
© Gottingen Nechrichter, 1918: 30-36. 
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证明 见 Landace . Vorlesungen uber Zahlentheorie , Vol . 1, Theorem 101. 
引理 2 我们有 

非卜 =(0 严， 

此处 r a mod /的一个完全剩余系. 

证明见上面引述的 Landace 著作，定理 215. 

引理3 我们有 

此处 f 表示 Amodf 的最小正剩余. 

证明(见前文之引理 1) 由引理2可知 

a=0 —a r=l \ 〆 

r=l 、 ’ a=0n=—a 


由于 

所以 




当 / tn ， 
当 /K 


|a=ln=l ' ’I r=l \a=0 n=-a I 

= 1 /sin(>l + l)rtr//\ 2 

_ 2 ^ V ― sin nr/f ~ ) 

= 1 /sin(/l* + l)rtr//y 
_ 2^ V ― sin nr " — ) 

r=l o=0n=—o 

= i (( A * + l )/-( A * + l ) 2 ). 



• 136 - 


华罗庚文集 


引理4对于任何判别式 d > 0及 A > d 1 / 2 , 我们有 


证明熟知① 


(CKOn 咖 . 


所以 


a=l n=l ' , o=l n=l ' / r|(m,n) 

-5 >ME E ⑸ 

r|m «=1 n=l,r|n ’ 

A W/r) f 

= E ^) EE (£) 

r|m o=l n=l 

:㈣ 徵 ). 

由于我们有 f^r < f^m < A , 

严 -☆([» 2 < 严 - 忐./-。 

与 

因此由引理 2 得 

赖!) 卜 ㈣ E © 

la=l n=l ' f I r|m a=l n=l 、 7 

r|m fr=l n=l ' ^ | 

①这可以由下面的事实推出，印当 (* > 1或 a = 1时有53 A* ⑷= 0或 ！■. 

d\a 
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引理5我们有 

£(¥<• 一. 

证明当 n g 1时，命 

物)=§!；⑸. 

及命 5(0) = 5(_1) = 0.则 

5( n ) — 2 S(n — 1) + S(n — 2) =(兰) ， n ^ 1 


与 


E (^) ^ = £{5(n)-25(n -l) + 5(n-2)}i 

■ S s(n 右-击 + 占） 

_ 2 S ( n ) 

= - 


j n(n+ l)(n + 2)' 


我们将这一级数分成两部分 


由于 


所以 


s i = 5Z, 5 2 = X] 
_<EE 

A-l , 

I 化 Eg 


n(n + 1) 
~2~ ’ 


若 4> dV 2 , 则由引理 4 得 
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所以 


d "2 

，+ 2 T / + 1 


1 111 
= ^m _1 -2 + I + JTT 


d }^ 

'A + l 


< log (^4 - 1) 

取火 = [^々1 + 1, 由于 d >5, 所以 




豆十： T 


d }/ 2 -\ 






d 1 ' 2 + 1 
2 + 5172 + dl/2 + 1 


= 2 l0ed+ 2 + d^ K 2 logd+1 - 

定理 1 我们有 

loge < d 1/a ((l/2) logd + 1). 

证明熟知具有判别式 d > 0 的非等价二次型类的类数 / t ( d ) 等于 
d 1 / 2 , 


h ( d ) 


lo ge ^ y n j n 


由于 fc ( d ) g 1, 故得定理 
定理 2( Schur ) 我们有 


loge < d 1 / 2 log d . 


证明当 d > e 2 时，由定理 1 即得定理.若 d < $则 d = 5. 
(3 + 5" 3 )/2及 


显然 s 


loge < 5 1/，2 log 5. 


(王元译) 



关于素数的最小原根 ® 

华罗庚（国立清华大学） 

Vinogradov ②证明了，素数 p 的最小正原根 3 (p) 为 0(2 m pi logp), 这里 m 表 
示 p - 1的不同素因子的个数.1930年,他@将此结果改进为 

g{p) = 0(2 m pi log logp), 

或更准确地， 

本文的目的是要通过引入特征和平均值的概念 ® 来 证明： 如果 Mp ) 表示有最 


小绝对值的原根 mod p, 则有 

|/»(p)|<2 m pi; 

当 p 三 l(mod 4 ) 时，我们有 

S (p)<2 m pi, 

而当 p 三 3(mod4) 时，则有 

g ( p )< 2 m + l pi . 

因为 

P- 1 

咖 -1)〆’ 

所以,我们的结果总比 Vinogradov 的要好. 

引理 1 设 p>2,l<4<p. 则对于每一个非主特征⑤ x(n)modp, 我们有 

1 

A + 1 

E E X ( n ) 以-学 . 

a =0 n——a ^ 

① 1941 年 12月3日 收到. 发表于 Suit Amer. Math. Soc., 1942, 48: 726-730. 

② 可见 Landau. Vorleaungen iiber Zahlentheorie, v.2, part 7, 第 14 章. Vinogradov 的原文在中 
国找 不到. 

③ Comptes Rendus de l'Acad6mie dea Sciences de I’URSS, 1930: 7-11. 


④ 本文可以看作是某种方法的导引，这种方法有着谙多的应用. 

⑤ 可参见 Landau. Vorleaungen iiber Zahlentheorie , 1: 83-87. 



证明设 e = e 蟄和 


已知有 


T (x) = 5 ^ X{h)e h . 
h=\ 

Wx)l =p( 


对于小，我们有 

^ X ( h ) s hn = x (. n ) J 2 x ( hn ) e hn 

h=l h=l 

P-1 

=x ⑷ S x(h)e h = x(n)r(x). 

hsi 

当 p | n 时，因为 x ( n ) = 0 和 

p-i 

T,xW = o , 

h^l 

所以，上述公式也成立.因此 

rOc)ttx(n) = P fx(h)t±e^ 


: E 綱 


sin ( i 4 + 1)- 
~~ 


从而有 


T , fl X ( n ) ^ ^2 


sin ( i 4 + 1)- 


= EEE^ n 

h=l a=0 nss—a 
A a / P 

: EE 5 > hn -i 

a=On=—a \h=l 

--(A + l)p-(A + l) 2 . 
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引理2设 p >2, l 矣 >4< - 则对于每一个非主特征 x(«)mod p , 我们有 


A A+l+o 

E E 


证明如同在引理 1 中一样，我们有 


A 4+1+a 

EE 

a=0 n=/4+l—a 


\ j 2 x { h ) e 3xl ^ A+1 ^ p 


( sin ( i 4 + 1) —\ 

l - i ) 


p-i /8 in (^ + l ) — \ 

h=i I sin — I 

\ P ) 

= (A + l)p -(.A + l ) 2 . 

引理 3 设 p > 2. 如果 n 不是一个原根 mod p , 则 

E 叢 5>，)=。， 

fc|p-i 1 x<*> 

其中 X W 过所有这样的特征,它们满足 条件： A : 是最小的正整数，使得（ X )*为主特 
征（参见139页的脚注⑤496页.那里的条件1 ^ n < p 是不必要的). 

定理1 我们有 

\ h ( p )\< 2 m pi . 

证明设 j >> 2.由引理3可得， 

»=E^E E E ^>(n). 

fc|p—1 ' x(*> a=0 n=—a 

对于 fc = l , 右端给出 

l *( p ) i-l a | h ( p)|-l 

YL 5 Z X ⑴⑻ = 5 Z 2 a = |/ i ( p )| 2 - |/ i ( p )|. 

o=0 n=—a a =0 

另一方面，对于 fc /1, 由引理1(取 A = \ h ( p )\ - 1) 可得 

||A(|>)|— 1 a I sio 
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因此 

\h(p)\ 2 ~\h(p)\^ (ife(p)lp^ - ⑻ 

= 2 m (剛 

从而有 

剛 < < 2 >"- 

1+ 2 m p — a 

推论对于 p = l ( mod 4), 我们有 

9 ( P ) = |/»( P)I < 2 m pi . 

证明我们需要证明 | Mp )| 是一个原根.如若不然，则是原根，而|^)| 
厲于一个指数1这里纟|( ? -1),/<7 > -1.即 

IMjOI 1 s l(mod p ), ( A ( p)) a = l(mod p). 

从而有 2 i = p - 1 和 与 1 s l ( modp ). 因此， |/ i ( p )| 是一个二次剩余.因为 
-1 是一个二次刺余 mod p , 所以， -|/ i ( p )| 也是一个二次剩余，且有 (-1^)1)^ = 
l ( modp ). 但这与 - 是原根相矛盾. 

注有时候，定理1可以用 

公 X W ( n ) = 0 

来改进，而这可以由 x Cfc) (-l) = -1( 可推出 X W (n) = -x (fc) (-n)) 来 得到. 因而，对 
于 p s 3 (mod 4), 有 

陶 | < 2"-^. 

事实上，我们有 = - l(mod p ) 和 X {k \g) = e 〒•因为 
-l = x (*)(^) = e ! ^ > 

所以，我们有2 t & - - fc 1) A 引理 3 公式中的项都是关于无平方因子数 * 的.因此， 
X ( fe ) (-1) = -1 仅对 p = 3 (mod 4) 和2 f A 成立.我们可见，当 2| fc 时，有 
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从而有 


剛 I 2 - 剛 < (剛 jp * -E 剛 

= 2 m ~ l (|/I(p)|p5 - • 


因此，我们可得 


定理2 我们有 


剛 < 


2 "»~>pi + 1 

g{p)< 2 m+1 pi. 




证明设 /! 为不超过 ^ 的最大整数，则 

/» \ A A+1+a 

°- E^EE E x ««( n ). 

*|p—1 ' ' o=0n=i4+l—o 

对于 A : = 1，右端给出 

A >4+l+a A 

Y1 J2 X (1) (n) = 5I(2o + l) = (yl + l) 2 . 

<*=0 n=A+l—a a =0 

对于 A # 1, 我们有 

I A yi+l+o I 

EE X ( fc ) ( n ) k (^ + l ) pi -4 M + l ) 2 - 

|a=0 n=A+l—a | P 1 

因此，与定理 1 的证明中一样，我们有 

(A + l) i <2 m (^A+l)pi- ☆(A + l) 2 ) ， 

即 


「 2 m p_i ’ 


9 < —— + 1 < 2 m+1 p*. 


(贾朝华译） 



圆内格 点® 

华罗庚 


命 R ( x ) 表示圆 u 2 + v 2 = x 内及其边界上的格点个数，我们易于证明，当 
■* OO 时， R ( x ) ~ Jtl , 及事实上，存在某个小于1的正数 Q ： 使 


■R(x) = 


卜 0{ x 0 ). 


( 1 ) 


我们的问题在于寻求使 （1) 式成立的 £* 的下界以往最好的估计为0 < 15/46,这 
是 Titchmarsh ® 于1933年证明的.本文的目的为证明0 彡 13/40. Titchmarsh 的证 
明主要依赖于他所利用的一个二次型是定正的.欲改进这一结果，我们遇到的困难 
为某二次型不是定正的，但经检验后，我们发现二次型的变数不是完全一般的.限 
制于这些变数，我们幸运地得到型的值总是正的. 

1. 征引自 Titchmarsh 文章中的引理 

引理1 命 d MV 为任意实数或复数满 足：若 S m ,n = £ f ： 则 |5 m , n | < 
G (1 < m < M ; 1 矣 n < ； v ). 命表示实数， 0 C 6 m ,„ ^ H , 及下面每一个表达式 


- b m , n +\ + 6m+l,n+l- 


2 


^m,n 一 Om,n+li ^m,n ~ 厶 m+l,n, ^m,n _ ^m+l,n 

对于问题中的 m 与 n 皆同号，则 

I M N 
|m=l n=l 

引理 2 命 /(*， y ) 为 a : 与 y 的实函数，及 

S = J3e 2ni/(m - Tl) , 

① 1942 年 1 月 9 日收到.发表于 Quart. •/. Math. Oxford Ser., 1942, 13: 18-29. 

② Proc. London Math. Soc(2)., 1935, 38: 96-115. 我必须提到 I. Vinogradov 的一篇文章， 
Bull. Acad. Sci. V. R. S. S., 1932, 7: 313-316, 在该文中宣布了误差项为 0(a: lr / 83+e ). 但不幸的是 
在该证明中似乎有一个无法修补的错误.即在该文的 §3 中的 F 与 G. 他说，经过复杂的计算，得到估计 
EEEmtoCP.CfO-^mintP.CF)- 1 } < P^P^P^M^P - 2 . 但考虑具有 n = s, = 0 之诸项之和即 
奇 4 这是显然不对的（实际上 , 这些项构成的部分和 > (M/P) a F- ! P^f^P 2 ). 



圆内格点 


. 145 • 


其中过矩形 a ^ x ^ b , a ^ y < 0 中的一个区域中的格点求和.命 

gi _ W e 2 jri{/(Tn+/i,n+tQ-/(m,n)}, 

gif _ e 2iri{/(ro+M.«»-«)-/(*». n )} > 

此处 p 与 v 为整数，及 5' 过使 （m,n) 与 (m + Ai,n + v) 皆属于 _D 之 m 与 n 求和； 
类似地， 5" 亦然，命 P 为一个不超过 b - a 的正整数，及〆 为一个不超过«之 
正整数.则 

|( b - a )(^- a )^ - “ 1 

PP> 


s __ o{& ^ ]+0 


H=l w=0 I 


+o 




引理2，若 0< p <6- a , 则 
f ( b - a)(/3-a)l ‘ 


=°{ fi 


i 


\ (6 - a ){0 - a ) 


H=l ) 


此处 


5 w = EE e2,li 


{/(m+*i,n)-/(m,n)> _ 


引理 3 命 f ( x , y ) 为 X 与 y 的可微实函数，命对于所考虑的每一个！/值, 
Mx , y ) 为 x 的单调函数，及对于所考虑的每一个: r 值， f v ( x ' y ) 为 y 的单调函数. 
对于 a ( * < 6，《 < y < 汍命 |厶| < 3/4, |厶| < 3/4,此处6 — a < i,/?- a 《叩 > 1). 
命 £» 为矩形 ( a,ft;a,/?), 或由连续单调曲线切割而成的该矩形的一部分.则 

J 2 J 2 e 2,d/(m,n) = JJ e 2,tif{x ' y) dxdy + O ⑴. （2) 


引理 4 假定 f { x , y ) 为 x 与 y 的实函数，它在矩形中有所要求 
阶的连续偏微商，及这些微商定义的给定次数的多项式等于0所定义的曲线与任 
何其他这类曲线或任何直线只有 O ⑴个交点.命彡 Z. 命在矩形 
(a, &;<»，々）中， 

l/xxl < AR, \f yy \ > AR, \f xy \ < AR (3) 


( A 表示一个绝对正常数，每次出现时不必要取同一值）及 

\fxxfyy — fxy\ ^ ^ > 


⑷ 
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此处 0 < r < ii. 又命 |/zl < r l ， |/vl < r 2i \fxxy\ ^ r 3> |/xvyl ^ r 3> l/ywl < ^" 3 ，及 


与 


nr 3 C Kxr 2 
ir 3 < K 2 r, 


此处 Ki 与 if 2 为充分小的常数，则 

乂 Y: e 一 乜 ㈣ • 

弓 I 理1, 2, 3, 4分别对应于 Titchmarsh 的引理 c », 办, - y , C . 

2.命 

A/(u,«) =/(u + mi + m2 + m3, v + ni + 叱 + *13) 
- ^2 /(u + mi + m 2 , v + ni + n 2 ) 

+ 53 /(« + »«!, U + m ) - /(u, v), 


及命 


则得 


X = 6mim2Tn3, Y = 2 〉二 wii?ri2Tt3, 
Z = 2 ^ minana, W = 6nin2Ti3. 


Au = At; = 0, Au 2 = Auv = Av 2 = 0, 

Au 3 = X, Au 2 v = V, Auv 2 = Z, Av 3 = W. 

若 mi = O(tj) 及 rii = 0(»j)(i = 1,2,3), 则易于证明 

A(« A z; fc - 1 ) u= o.v=o = 0{ V k - 3 (\X\ + \Y\ + \Z\ + \W\)}. 


(5) 

⑹ 


命 |**iI < |«a| < rf,max(u,v) > L , 则得 

^2\/{(« + «i) 2 + (w + ui) 2 } 

_(v + vi) 2 _ 

= {(« + U 1 ) 2 + ( W + Ul) 2 }f 

V 2 f, . 2ui vf\ , „uui + wi . u? + u?\ 

~ (^+- 2) | \ 1 + — + ^J [ 1 + 2 U 2 + 沪 + ^T^J 
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v 2 ( 2«1 丄 V?、 L 

( u 2 +l( 2)§ \ + ~ + «2y \ U 2 + V 2 2 « 2 + V 2 

15 fuui-\-vv{\ 2 , 15 (««1 +Wi)(«f + t;?) 35 ^uui+vvi\ 3 , 15 (u\ + 

'~2 V u 2 + v 2 ) + ~2 (« 2 + v 2 ) 2 ~2 ^ u 2 + u 2 ) 8 \u 2 + V 2 ) 


105 (u«i + »i ； i) 2 (tij + w?) 315 /uui + twiV 

1 (« 2 + v 2 ) 3 + T" V u 2 + v 2 ) 


}. 


⑺ 


命 G{u,v) = AW + v 2 )}, 则由⑺可知 


v 2 r 15 (X + Z)u 4- (V + W)v 
(u 2 + v 2 )f u 2 + v 2 

_ 35 Xti 3 + ZYu^v + 3Zw a + _ ^Y + W 

~ ~2 ( u 2 + w 2 ) 2 ~ u ~ 

. ,^Yu 2 + 2Zuv- {- Wv 2 0 Zu + 

+ 15 u ( u 2 + 1/ 2 ) ~^~ / 


+ 0 


^\X\ + \Y\ + \Z\ + \W\W 

V ^ . 


类似地,我们有 


u 2 r 15 (X + Z)u + (y + W)v 
( u 2 +« 2 )t It u 2 + v 2 
_ 35 Xu 3 + SYu 2 v + 3Zuv 2 + Wv 3 _ X + Z 
— ~2 (t * 2 十 v 2 ) 2 u 

. , r Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 0 Xu + yt>i 

+ 5 u ( u 2 + v ^) ~^ — / 

f(\X\ + \Y\ + \Z\ + \W\)y\ 


及 


vv f 15 (A • + Z)u + (y + W)v 

_ (u 2 + v 2 )5 I"2 u 2 + v 2 

_ 35 Xu 3 + 3Yu 2 v + 3Zuv 2 + Wv 3 _ 3 ( X + Z r + t^\ 

2 (u 2 + u 2 ) 2 2 \ u v ) 

15 / Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 Yu 2 + 2Zuv + lVv 2 \ 

+ 2 \ u(u 2 + v 2 ) + u(u 2 + v 2 ) ) 

z Yu + zv^ t o /(|A-| + |r| +|Z| +1^1)7?y 
uv i \ L 5 ) 


所以 


G UU G VV — G^ v 



(u ‘ 十 tr 广 “ 

35 Xu 3 + ZYu 2 v + ZZuv 2 + Wv 3 __ F + W 
一 ~2 (u 2 + v 2 ) 2 v 

Yu 2 + 2Zuv + Wv 2 Zu + IVv "i 

+ 15 ~u(u 2 + v 2 ) a 3 ~^ — / 

r 15 (X + Z)u + (r + W)v 35 Xii 3 + ZYu^v + 3Zuv 2 + Wv z 

IT u 2 + t>2 ~2 (u 2 + V 2 ) 2 

„X + Z ^Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 n Xu+Yv\ 

_ 3_ ^~+ 15 ~~u(«3+«2) d U 2 / 

_ ( ib(.x+ z)u+{y+w)v 

l 2 u 2 + u 2 

35 Xu 3 + 3Yu 2 v + 3Zuu 2 + Wv 3 3 fX + Z K + IV\ 

_ T (u 2 + « 2 ) 2 2 V u ~ — ) 

15 (Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 Yu 2 + 2Zuv + 

+ *2" \ u(u 2 + u 2 ) *" v(u 2 + v 2 ) ) 

_ 3 Yu+Zv y^ +o (i^l±Zi±fl±iZ!l5) 

u 2 v 2 r/15 (X + Z)u + (Y + W)v _ 35 Xu 3 + 3Yu 2 v + 3Zuv 2 + Wv 3 

— (u 2 + w 2 ) 5 1A 2 u 2 + v 2 2 (li 2 + v 2 ) 2 

X (_ 3 x^_ 3 ?^ +6 y^±zv) 

\ u 2 v £ uv ) 

n (X + Z „Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 Xu + Yv\ 

+ 9 {~^~- 5 ― „-( u 5 - + ~ij — + U 2 ) 

(Y + W ^Yu 2 + 2Zuv + Wv 2 Zu + Wv\ 

X V(U2- + ^) — + - - V i—) 

9(X + Z Y + W / Xm 2 + 2Yuv + Zv 2 Yu 2 + 2Zuv+ Wv 2 \ 

~ 41 ~u 1 t> \ «(u 2 + w 2 ) v(u 2 + v 2 ) ) 

+ + H +0 ( ( A ~ 2 + y ' Z 2 + W ^) r ? ) 

- 咐， y ， z ，『) + 0 ( <X2 + r ir 2± —) (定义). 


u 2 v 2 1^15{X + Z] 

" ( u 2 +« 2 )4 、t ： 

x (_ 3 Xu ^ Yv _ 3 Zu 


-Iq(X,Y,Z,W) 

4 

-3[^(u 2 + u 2 ){(X + Z)u + (Y + W)v} 
- y (X« 3 + 3y« 2 u + 3Zuv 2 + IVu 3 )] 


圆内格点 


. 149 - 


x {v 2 {Xu + Yv) + u 2 {Zu + Wv)- 2uv{Yu + Zv)} 

+ 9{u(u 2 + v 2 )(X + Z) - 5u(Xu 2 + 2Yuv 4 - Zv 1 ) + (u 2 + v 2 ){Xu + y«)} 
x {v(u 2 + « 2 )(y + W)~ 5v(Yu 2 + 2Zuv+ Wv 2 ) + (u 2 + v 2 )(Zu + Ww)} 

- |{v(u 2 + ^){X + Z) + «(u 2 + u 2 )(y + W) 

- 5v(Xu 2 + 2Yuv + Zv 2 )- 5u(y « 2 + 2Zuv + Wv 2 ) + 2(u 2 + v 2 ){Yu + Zv)} 2 

=—3| (—l(hi 3 + 导 ⑽ 2 ) X + (—45u 2 t) + Y 

+ ( 譬 u 3 - 45uv 2 ^ Z + ^-^u 2 w — 10w 3 ) 

x {uv 2 X — {2 u 2 v — « 3 )y — (—« 3 + 2uv 2 )Z + t?vW} 

+ 9{(-3u 3 4 - 2uv 2 )X + (-9u 2 u + v 3 )Y + {u 3 - Auv 2 )Z} 
x {(-4u 2 « + v 3 )Y + (u 3 - 9uv 2 )Z + (2u a u - 3v 3 )W^} 

- ^{(-4u 2 u + u 3 )X + (-2u 3 - 7uv 2 )Y + (~7u 2 v - 2v 3 )Z + {u 3 - Auv 2 )W} 2 
= — 丢 ( 8 u 4 + 6 u 2 t > 2 + 3v 4 )u 2 X 2 — ^ (4u e + 4 u 4 w 2 + 21u a u 4 + 6 v 6 )V 2 

— 7 ( 6 u 6 + 21u 4 v 2 + 4u 2 v 4 + 4v 6 )Z 2 - 7 (3u 4 + 6 u 2 w 2 + 8 v 4 )u 2 VV 2 

4 4 

— |w(-8u 4 + 4uV - 3v*)XY 
— |w(—3u 4 + 4u 2 u 2 - 8v 4 )ZW 
+ |(2u 6 + 20u 4 v 2 + 9u 2 w 4 + 6v 6 )XZ 
+ |(6u 6 + 9uV + 20uV + 2v 6 )YW 

— 垂 (4u 4 + 3u 2 w 2 + Av^uvXW + ^^-u 3 v 3 YZ. 

因此 


Q(X,Y,Z,W) = (8u* + 6u\ 2 + 3v 4 )u 2 A- 2 + 3(4u 6 + 4u 4 v 2 + 21u 2 u 4 + tv 6 )Y 2 
+ 3(6u 6 + 21uS 2 十 4u 2 v 4 + 4 v 6 )Z 2 
+ (3u 4 + 6u 2 w 2 + 8v 4 )u 2 W 2 - 2uv(8u 4 - 4u 2 u 2 + 3v*)XY 

- 2uv(3u 4 - 4u 2 v 2 + 8v 4 )ZW - 2(2u 6 + 20u 4 v 2 + 9« V + 6v 6 )XZ 

- 2(6ti 6 + 9uV + 20uV + 2v 6 )YW 

+ 2(4« 4 + 3u 2 v 2 + 4v 4 )uvXW - 90u 3 v 3 YZ. ⑻ 
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3. 我们置 m = 0, 则 取 = 0, 所以 

Q{X,Y > Z,0) = {Su 4 + 6 u 2 v 2 4- 3v 4 )v 2 X 2 + 3(4w 6 + Au 4 v 2 + 2lu 2 v 4 + 6u 6 )y 2 
+ 3(6« 6 + 21uV + 4 u 2 v 4 + Av 6 )Z 2 



一 2(2u 6 -f 20u 4 v 2 + 9«V + 6v 6 )XZ - 90u 3 u 3 yZ. 

本节的目的为证明 

Q(X,Y,Z,0)^ ^{(« 2 + v 2 )VX a + (u 2 + t; 2 ) 3 (y 2 + Z 2 )}. 

当 t ； > u 时，有 

Q(X,Y,Z,0) >^(« 3 + v 3 ) 3 (X a + Y a + Z a ). 

我们显然有 

Y 2 = 4m?(m2n3 十饥 3 叱 ) 2 彡 16m?m2m3ri2n3 = (9) 

由于 

(79u 4 + 58« 2 t; 2 + 29 u 4 )(89u 4 - 183u 2 v 2 + 312v 4 ) 



^ 600u 8 - 3000uV + lOOOOuV 彡 0 

与 

(180« 2 + 89u 2 )(179u 2 + 627v 2 ) - 450 2 u 2 r 2 
> {2v/l80 - 179 - 89 - 627) + 179.89 + 180.627 - 450 2 )u 2 u 2 > 0. 

所以 


Q(X,Y, Z,0) > (8u 4 + 6ixV + 3v 4 )v 2 X 2 

+ 9 (u 6 - 2uV + yuV+t; 6 )r 2 
+ 3(6u 6 + 21 u 4 u 2 + 4w 2 u 4 + 4v e )Z 2 
- 2uw(8u 4 - 4u 2 « 2 + 3v 4 )XY - 90u 3 v 3 YZ 
> i{(« 2 + v 2 )Vx 2 + (u 2 + v 2 ) 3 (Y 2 + Z 2 )} 
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+(K v+ f 令 2 

— 2 uv (8 u 4 - 4 u 2 u 2 + 3 u 3 ) XY 

如 々卜 oip)# 

- 90« 3 t； 3 yz 

> ^{(« 2 + v 2 ) 2 v 2 X 2 + ( u 2 + v 2 ) 3 ( Y 2 + Z 2 )}, 

4. 熟知 

f Wv) - ny}dy = ^^J 2 {2ji v /(vx)} ) 

J 。 n ^i v 

此处 r ( v ) 表示丢番图方程 x a + y 2 = v 的解数，显然有 


4 x g gjM 2 jry 
^ m=l n=0 ^ 


命 c 表示图中重黑线所包围的区域及 c ' 表示在第一象限中其余的部分，则易于推 
出：若 0 < £* < 1( 以后我们将置 a = 13/40)，则 



现在 


所以 






0(®°- i ), 
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此处 _ 

类似地，我们有 

J2 = °{^ 3 1^)|} + O(xi), 

此处 __ 

… a (11) 

若 m < a: 赤，则 

(f：^+ £ 4 ) 

m 分 A 、 "=l n n=m + l n% J 

= o I yi ^2 m~i = <?(ii+*) = 0(x a ). 

\ m ^ x * ) 

同样的结果对于 n<x* 成立. 

若 m > a：i， 则 

叫孕 ( 分一 ) ♦). 

同样的结果对于 n>xi 成立. 

命 D 表示 （7 与方形 

xm ^ m> n < ari 

的公共部分，及 ZT 表示方形中的余下部分，则 


y^\4>{y)\ : 

叫。） 

(12) 

2/ ? l^(y)| = 

P+，). 

(13) 
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5. 现在考虑形如 

M' N' 

S= ^2 Ee 23ri/ ( m ， n ), M ^ M ; $ 2M; N^N' K,2N 

m=M n:N 

的和，此处 f ( m , n ) = ^/{( m 2 + n 2 ) y }. 命 iZ 表示求和区域及 •£» = max ( m , n ). 我们 
考虑的项满足 

< L < x*. (14) 

若 AT - McJ , 则 S = 0( I < xi )， 所以由引理 1 得 

j E E 二 ：; = 0(xi + iL-i) = 0(xi+i-*) = 0 (x a ) (15) 

及 

jEE (d!f = 0(xi + iL-i) = 0(xi + *-*) = 0(x 2a ). (16) 

若 IT - Nd , 则得一个类似的结果，所以我们可以假定 

M ; N' -N>xi. 


应用引理 f 一次及引理2二次得 

S = 0( L 2 p -^) + 0 


= 0(L 2 p~^) + 0 

= 0(L 2 p~i) + 0 


Lp-i ( £ \ Sl \A 


E EEI^I 






p-i p-i / p s -i p 3 ~i 、吾 i 

EE EEi^i 


在此需假定 


1 < p 2 ^ 

^ 3 ^ = 53 = e 2 jdfl(m,n) ， g {rn,n) = y/xG{rn,n), 


(17) 


( 18 ) 
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W = 0,及5^ 2) ,5^ 3) ,5^ 4) 分别对应于和，以 （- rn 3 , n 3 )，( m 3 ,- n 3 )(- m 3 ，- n 3 ) 代替 
( m 3 , n 3 ). 我们可以假定 w > u (由对称性).由§3可知 

祕 多； + r 2 + 沪 ) + o ( (沪 +二尸 2 ㈣ ) 

^ Aj^{X 2 + Y 2 + Z 2 ), 

此处4为某常数，在此需假定 

P = 0(Li). (19) 

事实上，由于7? = 0( p 2 ), 所以 

(^■2 + Y 3 + Z 2 )^ ^^x(X 2 +Y 2 + Z 2 )p 2 \ ^fx(X 2 + Y 2 -\ 

15 = \ 15 ) =U \ L *~ 

6. 由于 X = 0( p 4 ),r = 0( p 4 ), Z = 0( p 4 ), 所以 

一(外 。( 許 。( 莘)， 

其中巧= 0( p 2 ) = O ( L ). 对于知与办类似的结果成立.因此，若 


^1). 


i = aL*x~^ p~*, 

其中 a 充分小， a 为 g u 与 g v 在一个边长 i 小于$的方形中的变差，假定 将灸的 
求和区域分割成这种方形及这种方 形的一 部分，则对于整数 M ,!/ 的每一个方形满 
足：若 

h(u,v) = g(u, v) — ixu — vv, 

则 I 心 I < 所以由引理 3 可知对于每一个方形 

H m ， n 、 = jj e^^dudv + 0(1). 

由 §5, 我们可以在引理 4 中取 


同样 


r 2 = A-^{X 2 + Y 2 + Z 2 ). 
ri = 0(1), r 3 = 0( xip 4 L - 5 ), 


所以若 


LV < K!Ax^(X 2 + Y 2 + Z 2 ). 


(20) 
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则引理4中的条件 （5) 满足. 

引理4亦要求 ir 3 < K 2 r •，即 

L 6 < K 2 ( X 2 + Y 2 + Z 2 ) x . (21) 

由于 X 2 + V 2 + Z 2 = 0( p 8 ), 所以若 （20) 满足，则 （21) 满足，因此若（ 2 0)成 
立,并假定 I * = 0( x 4 ), 则由引理4得 

[f e 2 ^ u - v) dudv = O f-r ~ L2l ° gX - t) , 

J J KxHx ^ + y ^ + z 2 )^ 

假定 Z 则这种项数为 0{ L 2 / l 2 ), 所以在限制 （20) 之下有 

=° G ^ U +o (?) 

£3 p®logI 


X 3 p 8 logI 
L 2 mim2ni3 J 


一 \L 2 (X 2 + Y 2 + Z 2 )^ 

这一结果对于 5 ^(t = 2,3,4) 当然亦成立. 

7. 假定 （ 2 0) 成立，则将 （22) 代入（ I 7 )可知当 t ; > u 时 
/ 


( 22 ) 



= 0{L^p~^x^ (logx)® - p(log/>)i} 

= 0{L^pixA(i 0 ga:)i}, 

其次，我们考虑不适合 （20) 之诸项之和，我们得不等式 
X 2 + Y 2 + Z 2 = 0( L 3 p 4 x ~^). 

从而 mim 2 m 2 = 0( L 3 p 4 x ~ i ), min 2 n 3 = 0( L 3 p 4 x ~ i ). 由于 53 = 0( L 2 ), 所以不满 
足 （20) 之诸项之和等于 


o UvM E 


EEI 


E 

=0(1,1 p a i"i 
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= = 0{L^p~^x~^). 

(满足 n 2 = 0 之诸项之和为一个低阶）当 V U 时，类似的结果成立,所以 
S = 0(L 2 p-i) + 0{L^pix^ (logx)i) + 00 爷 p_ix_ 如 ）. 

若 

p= [£.ix - ^(logx) - i], 

则前两项具有同样的形式. 若这& f > 可以允许的数值，则得 

5 = 0{^i*(logi)i} + 0{L^z-A(] 0 gi)i} 

= 0{ L 3 iA ( iogi )} i . (23) 

现在,我们来验证所有的条件，条件 （18) 

1 < p 2 = Lx - ^(log®) - ^ ^ 

可以写成 

ii(logi)i < L < i*(logi)i. 

由于 I <备< I < |，所以这总能成立.条件 （19) 为 

这总是能满足的. 

8. 由引理1及 （23) 可知 
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现在我们将和分拆成 

W e 2n V{(m 2 + n 2 )y} A A f e 2,d - v /{(m 2 + n 2 )y} 1 

^ ( m2 + „2) f ~~ '"白 + — j 

^ LLo = x *, 则由 （12) 与 (24) 得 

y^\4>(y)\ = O ixi ^2 max ( 2P - 2 9 )}ix A (log x) *^ + 0(x a ) 

\ p=l Q =1 ) 

— 0{a: Al 含 (log i) ■ } + 0(x a ) 

= 0{r a (logx)-}. 

类似地，由 （13) 与 （25) 得 

V i my)\ = 0 EX^{max(2P 2«)}-txA(logx)i N ) +0(〆 +。） 

V p=i «=i / 

= 0{i^(logz)i} + 0(x^ +a ) 

= 0{x 2a (logx)i}. 

所以得 

fX±x < " 

J {^(y) - Jty}dy = 0{x 2a (logi)i}- 
因此用通常的方法即易于得到 


(25) 


R ( x ) = nx + 0 {x 轺 ( log :) 塞 }■ 


(王元译) 



关于二次非剩余的分布及实二次域中的 
欧几里得算法 （ I ) ① 

华罗庚（昆明国立清华大学） 

1 .导 言 

本文的目的之一为建立一个 mod P 的最小二次非剩余的确切上界.这个界是 
作者能够获得的，但非最佳者®.作者得到这一结果是基于以下 事实： 现在的程序 
下,我们可以应用 Rosser ③的某些己有结果并足以建立实二次域的 E . A . (欧里几得 
算法的缩写）研究的某些典型结果 ®. 

关于 E . A . 研究的结果，我们证明了以下 定理： 

定理当 d > e 250 , 在二次域中没有 E . A . ; 此处 d 为一个平方自由数. 

有三条途径可以改进这一结果： （ i ) 用 Euler 求和公式来改进一个和的 估计; 
( ii ) 重新考虑某些特征和的估计，及 （Hi) 用 Riemann - Mangoldt 公式作高阶“平均” 
来平滑关于素数分布的某些结果 ®. 

2. 征引自 Rosser 文章中的引理 

引理1命 

叫 1 ) = H 

① 1943年 11 月29日 收到. 发表于 7hww. Amcr . Math . Soc ； 1944, 56: 527-546. 

② 一个较好的结果已经得到.例如，在定理中我们可以有 d>e 16 °. 但其证明至少比现在的证明困难十 
倍. 

③ Amer . J . Math ., 1941, 63： 211-232. 

④ 关于这个问 *8 的历史的详细叙述，请见 A. Brauer. Amer . J . Math ., 1940, 62: 697-713. 

⑤ 当附注 （3) 中文章出现后，只有 T 面诸情况， E. A. 是否存在尚不 得知： 

I . d = p , 此处 p 为形如 8n + 1的素数，或 p = 61及 109. 

E. d = p \ p2 — 1 (mod 24), 此处 pi 与 P2 为素数及 pi s P2 s 3 (mod 4). 在这两种情况下皆可知 
当 d 充分大时， E. A. 不存在,但同时， R^dei (Uber den Euklidiscben Algorichmus in reellquadratischen 
Zahlkorpern. Mat . Fig . Lapok , 1940, 47: 78-90) 证明了在情况 H 之下， E. A. 不存在.作者并不知道 
R4dei 的 文章； 所以在本文的原稿中，他考虑了情形I与 H, 但现在情形II己无任何兴趣.在现在条件下，为 
了使文章早日面世，我们未通知作者，将该文作了一定改动，即仅有慵形丨 .A. Brauer. 
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此处 P 过所有不超过: r 的素数：则当 a : > 1时有 

tf ( x ) < (1 + 0.0376) x , 

而当® > 51 2 时有 j>(x) > (1 - 0.0393)1. 

证明 （1) 由 Rosser 的 （10) 可知，当 a : 彡 e 13 8 时， i 9( x ) < (1 + 0.0376) i . 至于 
x < e 13 . 8 时，贝 IJ 由 Rosser 的定理2得 t ?( x ) < x < (1 + 0.0376) x . 

(2) 由 Rosser 的 （10) 可知当 a : 彡 e 13 8 时， i ?( x ) > (1 — 0.0393)®，对于71 2 < 
x < e 13 _ 8 , 由 Rosser 的定理7,得 


i ?( x ) > x -2.78 x ^ > (1 - 0.0393) a ;. 
当51 2 < a : < 71 2 时，由 Rosser 的定理5,得 

tf ( x ) > * - 2 x * > (1 - 0.0393)®. 


引理2 命 


^(*) = 5 Z 1 ' 




<jy 

logy ' 


则当 s > 2 时，我们有 ir ( x ) < (1 + 0.0376 )(lix + 1.85)， 及当 a : > 51 2 时有 


ir ( x ) > (1 - 0.0393) lia : - 1.7. 

证明我们有恒等式 

v { x )= m + r ^ L . 

logz J 2 y log 2 y 

(1) 由引理 1 并利用 li 2=1.04 得 


咖 (忐 + / ■表) 

= 10376 (I 


dy 丨 2 

logy log 2 

< 1.0376 (lLc +1.85), 


r 2 Jy-) 

Jo log 3// 


(2) 当 a : > A > 51 2 时，由恒等式得 


71 ■ ⑷一 AK) 


tf ( x ) _ W ) + f x t ?( y)dy 
log ! logK J K y ( logy) 2 
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=(1 - 0 綱(此 + 占-狀)-磬. 

所以 

tt(x) > (1 — 0.0393 )(lLc + K / logK ■- HK ) 

- WK)/logK - ir(K)). 

取尺= 51 3 .由于 

if ( K ) = 2519.887, n ( K ) = 378, li ( K ) = 392.48. 

故得引理. 

引理3 当02时有 

d { pe)/x > 0.3465735. 

证明当 a : > 16时，由引理1及 Rosser 的定理6即得 引理. 当 a : < 16时，由 
下面的直接验算即得引理. 

t ?(2)/2 = 0.3465735, 1?(3)/3 > 1?(4)/4 > 0.44794, 

i ?(5)/5 > i ?(6)/6 = 0.56686, 

6(7)/7 > t ?(8)/8 > ^(9)/9 > (10)/10 = 0.53471, 
i ?( ll)/ll > i ?(12)/12 = 0.64542, 

0(13)/13 > ^(14)/14 > (15)/15 > 外 16)/16 = 0.64437. 


3. 关于级数的一条引理 


引理4 当时有 




证明由于 d li ( A / x)/dx < 0,所以 


f lif dx + liA = jX ,X 盖 +1L4 

= (^4/q)lig + A log log>i — A log log qr. 


附记引理中的不等式可以由 Euler 求和公式来精密化. 
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4. 关于特征和的引理 

引理5命 p 为一个素数及 p 三 l ( mod 4). 则当_<4 < p 时，我们有 


o = ln=i 


此处(^)表示 ^ endre 符号 '• 

证明我们假定 p<(A + l ) 3 . 否则，我们有 

|a=ln=lI o=ln=l 

易知 

E 0 ^-(?) pVa - 

我们有 


a=ln=l 、尸 〆 a=0n=—oa=0n=—ar=l ' 

r=l '• y/ o=0n=—o 

_ 2 今 ( r \ sin 2 nr{A + l)/p 
2 VP / sin 2 nr/p 


所以 


引理 6 


, P-l A a 

= 2 ^E E eMrn/P 

r=lo= 0 n=—a 

= p(A + 1)/2 ~(A + l ) 2 /2 彡 pA/2. 
命 ri , r 2 ，".， r , 为 s 个与 p 不同的素数•则 
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证明左端的和可以写为 

A a / \ s A a /„\ 

§ S ( f )- SS „ E © 

zee 0 

n =1 *1 — 1 r.. t*. I« N f 


0=1 n=l,r u> r M |i 

共有 2* 个和，每个和具有形式 


t t (=) - 

a=ln=l,m|n ^ ’ 


由引理5可知 


t ± (；) 

(1=1 n =1 rn!n x / 


A [o/m] / . 

EE (^) 

< m^p 1/2 /2 = Ap l,2 /2. 


引理证完. 

引理 7 命 ri , r 2 与 r 3 为最小的三个正素数，它们都是 mod p 的二次非剩余. 


n ^ P* , r 2 ^ - 


( 1_ ^) ( 1_ 幻 

证明由引理5立即得到第一个不等式②，否则取4 = pi . 则 

|»> EEg )= E ±>- E «=^(- 4+1 ) - 

a=l n=l a=rl n=l a=l 


P *- 


这是不可能的. 

由引理 6, 取 4 ，我们得 


E ± 


① M 表示 0 ：的整 _ 部分 . 

② 见 A. Brauer. Uber den kleinsten quadratischen Nichtrest. Math. Zeit., 1931, 33: 161—176. 



从而 




由于 


(1 - l/ri)i4(A + 1)/2^ Ap^, r 2 ( t _\/ rj p 


所以类似地，我们得第三个不等式. 


5. 最小二次非剩余的增长性 


引理8 ( Vinogradov )® 命 ft ,... 为不超过4的所有素数，它们均为 mod p 
的二次非剩余.则 


■ E( 1 _(;))-| E 1 ^ E (^) • 

n=l 、 , n=l rn 1/=1 ^ HV / 


证明不等式的左端为不超过4的非剩余 n 的个数.显然，每--个这种 ri 皆 
可被 d 中的一个整除. 

引理9 在引理8的假定之下，我们有 

E [t\- 

<j=ln=l \ \y// ^ a=l n=l a=l 9l < gi/ < a L9,/J 


证明将引理 7 中的公式加起来即得引理. 
引理10我们有 




此处 q 过适合不等式 
的所有素数. 


91 < 9 < A 


® Trans. Amer. Math. Soc., 1927, 29: 216-226. 
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证明我们有 


E 



H 1+ H 2 +…+ 

A^q>A/2 A/2^q>A/3 -4/t^/-Ji]>9>9i 



= 7t(^4) — tt(A/2) + 2ir(A/2) — ir(A/3) + … 

+ [会 K t (V [泰咖 )+i ) 


引理 11 当 g A 时,我们有 

E E ， ® < 腦 “(4 + 1)/2 (1 。卷 H). 

证明当 g<a<>! 时，由引理 2 与引理 4 得 


<*/« 9/9 

gO< 1.0376g(l^ + 1.85) 

< 1.0376 (alog j^ + ^Uq + 1.85^ 

< 1.0376 falog^^+a^ + 1.85-^ 

V lo g ? 9 qj 
当 g > a 时 , 这一不等式显然成立，所以 


A a/q 


1.0376 

~2 


A(A + 1 ) (㈣㈤ 


log g 




定理 1 命仍为最小二次非剩余 , mod p. 则当 p > e 250 时有 
91 $ (60pi) 0 625 . 


证明 （ 1) 当奶 < e 80 时，我们有 


9i < (60e 128 ) 0 - 625 ^ (60pi) 0 625 . 


(2) 我们假定仍 > e 80 , 则由引理 9, 引理 10 与引理 11 得 
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A [o/fllj A r -1 

0=1 v=l o=l L ^ 1J 

2 \ loggi qi q 

-也^(士-点)(咖)-1). 


由引理 5 与引理 2 可知 


所以 


(A(A + 1) 


- 竿 ) 


< 1.0376: ^ 

A(A + 1 ) 


MA + l) / log logji + ligi + lj5\ 

V log 9i qi qi ) 

(^- JTT ) (0%071i9l - 2 - 7) - 


取 

易得 


^76 G~ 2^TTj) 


'1^76(^' ATT) (0. 96071 也 _ 2.7). 


= 60 pi ， 


log log 9 ! < loglog A + 0.074121iqri/ 9l + 4.453/gi 
- 0.48188 + 0.00804 
+ 0.0311511^/pi - 0.0546(l/pi). 


所以 


log log g, < log log ^4 - 0.472 

对于 e 80 < 扔 < p 备及 

0.074121^/仉 < 0.07412Ue 8 °/e 8 ° < 0.00095, 
4.453/51 < 10~ 33 , 

0.031151i9i/pi < 0.031151ip^/pi < 0.03115/38 = 0.00082 
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成立.因此 

?!< ^ 6 " 0 473 < X 0 825 . 

我们还有 

定理 2 命？1,92与妇为三个素数二次非剩余 mod P , 则当 p > e 2S0 时有 


及 


92 < (240 P 1 / 2 ) 0 625 

93 ^ (720 P 1 / 2 ) 0 625 . 

定理2的证明与定理1的证明是类似的，但我们需分别从不等式 


1 A 

IE 


E 

=l>9ifn 


wmUj- 上 


a=1 »»=l.(9i9a.n)=l 


LI (，化 

IL ㈢- 上 ») 


<13 ^ q ^ a / q , 1 

开始,来代替不等式 

^E(-(=))<E E 

0=1 n=1 ^ 、 P " a=l *-9j 

其对应的估计由引理 6 给出. 


6. 二次域 E . A . 存在性的一个必要条件 

引理 I 2 ®对于一个形如 4 n + 1的素数 p , 若 p 可以写成形式 
P = Qmi + 92« 2 , 

此处 n lt n 2 , qi , q 2 皆为正的二次非剩余 （mod p ), 及当 i = 1>2 时， gi 为奇素数，它 
整除至一个奇数幂，则在 fl ( pi /2) 中不存在 E . A . 

引理 I 3 假定 s < qi . 命 po 为不能整除 s 的最小素数，则 

Po ^ (1/0.346) log gi . 


① P. Erdos and Ch. Ko. Note on the Euclidean algorithm. 


J- London Math. Soc., 1938, 13: 
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证明由引理 3 可知 

i?((l/0.346)log9i) ^ loggi > logs. 

所以存在一个素数，不超过 (1/0-346) log 9 1, 且不能整除 

引理 14 命 p 为形如 4 n + l 的一个素数.命 qi , 取与 <13 为三个最小的素数 
二次非制余 mod p. 假定 ft > 3, 若 

p> (1/0.346)919293log9i, 

则我们可以找到两个整数 s 与 * 使 


V = «9293 + tqi, 


此处 (•) = 1 及 ( a , ?293)= 
证明我们有 


(<,«0 = 


V = SQ293 +*9i. 


0< s <qi- 


若 ft + t , 则由于 

sq 2 q3 < 9i«293 < V- 

所以由引理12即得引理.其他条件显然成立. 

若仍 | t , 命 Po 为不能整除 s 的最小素数，则存在一个整数 M 使 

s-\- tiq\= O(modpo), 0 < /i < po < 9i- 


所以 


由于 


p = ((s + Mi)/po)PoQ2Q3 + (t - M9293)9 i- 

S + nqi/po < (1 + m)9i/Po < 91 


及由引理 13 可知 

((» + Ml)/Po)P092?3 < Po9l?293 < P. 


所以由引理 12 即得引理. 
引理15 若仍 >3及 


(1/0.346)919293 log 9i <p, 


则在 i ?( p 5) 中无 E . A . 

证明这一引理是引理 14 的推论. 
引理16 若迟= 3,假定 


5财 3 < P ， 
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40 助 < p ，当（晨)= -1. 

则在 R ( pi ) 中没有 E . A . 从而引理 I 5 对于 qi = 3亦成立. 

证明 （1) = 1，我们可以将 P 写作 

p = SQ 293 + 3 f , 此处 S = 1 或 2. 

若 3 K 则这给予了我们一个所要求的 分解； 若3 ㈨ 则 
p = (s + 3) q 2 Q 3 + 3 (t — 9243)1 

将给我们同样的结果 

⑺ O -1，则我们可以将 p 写作 

p — 5 sq 3 + 3 t , 此处 a = 1 或 2. 

当 s = 1时，⑴中的方法给予了我们一个所要求的分解.若 s = 2及 3| t ， 记 
p = 40^3 + 3 (t — lO ®)- 

7. 证明定理中的 E . A . 部分 

定理3 当 d > e 280 为平方自由数时，则在二次域中没有 E . A . 

证明按照己知结果，我们只要考虑情况 d = p = l (mod 4) 即可.由定理3 
知 

(1/0.346)919393 log < (1/0.346)(60 • 240 • 720 p 3/2 ) 0 625 log (60 pi )° 825 < p . 


故由引理15和引理16即得定理. 


(王元译) 



关于二次非剩余的分布及实二次域中的 
欧几里得算法( II )® 

华罗庚闵嗣鹤（昆明，国立清华大学） 

1 .导 言 

本文的目的为证明下面结 果②： 

假定 p = 17 (mod 24), 则除了解 p = 17, 4 1，89,113与 13 7 之外，在 flCp 1 / 2 ) 中 
皆没有 E . A . 

熟知当 p = 17,41时， Rip 1 ' 2 ) 为欧氏域，所以有疑义的域仅为 P = 89, 113及 

137. 

本文所用的方法为前文方法的精密化*引用 Euler 求和公式及特征和的一个 
新估计. 

定理与引理的编号仍延续文 I 的编号.文 I 的记号在此每均予保留，例如 p 表 
示素数，抝表示《的整数部分， 及奶 < ft < <73表示最小的三个素数二次非剩余, 
mod p . 

2. 与素数有关的引理 

引理 17 当11 彡 a : 彡 10 6 时， 

lix — lix 1 ^ 2 < ir ( x ) < lix 

(见 Rosser , 定理1与定理 3 ). 

引理 18 当 ® > 400时， 6( x ) > (1 - 0.139)1. 

证明当 a : < 10 6 时，引用 Rosser 定理 7®, 而当 i > 10 6 时，则用 Rosser 公 

式④. 

① 1943年 11 月29日收到.发表于 Amer . Math . Soc ., 1944, 56: 547-569. 

② 编者注：这里的证明与 L . RMei 的证明是完全不同的•（见 Zur Frage des Euklidischen Algo * 
rithmus in quadratischen Zahlkorper . Math . Ann ., 1942, 118: 588-608. 在该文中 ， RAiei 证明了，在 
二次域中，当卩 >41且具有形式 24 n + 17, 则 E . A . 不存在.作者不知道这篇文章，该杂志刚到 
中国. 

③ 当0 < z < 10 6 时， I - 2.78* 1 / 2 < tf ( z ). 

④ 当 * > e 13 . 8 时， >»(*) > (1 - 0.0393)2：. 
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引理 19 当 401<d<6<a 2 时， 

▽丄 12142 

q 2 < a log a' 

此处 <7 过素数 . 

证明由引理 1( 见 I ) 与引理 18 得 

'丄 c ▽ 汐⑷_必 ( n — 1) 
g 2 、^― 1 v? log n 

a^q^b ^ a^n^b 




a<n<6 


m_ 


n 2 log n (n + 1) 2 log(n +1)/ 
tf(a - 1) 


(6 + l) 2 log(6 + 1) a 2 log a 

< 1.0376^g^n ( n2 . logn 7 ( n +l) 2 log(n + l)) 

_ b _\ _ (l-0.139)(a- 1) 

+ (6 + l)n 2 log(6 + l)y a 2 log a 

,1 0.1766(a - 1) 

= 10376 Ea^logo - " 

1.0376 fl 1 1 \ 0.1766 1.2142 

3. 关于三角和的一些结果 


引理 20 若 4 是一个不小于 1 的整数， 0<j/< JI/2A 及 |r| 《 1 ,则 




证明不失 — 般性，我们可以假定 i>0. 当 0<a：$ 31/2 时，函数 sinxz/sinz 
是递增的.事实上 


d sin xz x sin 2 cos xz — cos 2 sin xz 

dz sin z sin 2 z 


> 0 , 


这是由于当 z = 0 时，上面表达式的分子为 0, 而当 0 < z < n/2 时，表达式的分子 
的微商 （1 — x 2 )sinzsinxz ^ 0. 

因此引理所示的和为一个交错级数，并有绝对值递增项 . 由于 0 < z < 1 及 
0 < i/n ^ it/2 , 所以 


0 < sin xyn/sin yn < 1. 
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引理证完. 
引理21 

及命 


则 

与 


命 A 为一个不小于1的整数及 m 为一个不超过 p /2 A 的正整数， 

Kp-1)/ 2 H 

E 

X =1 




l^m - p(-<4 + l)/»7* + (i4 + 1) 2 | < 3A + 1 
Si =p(^ + l)-(i4 + l) 2 . 


证明为简单起见，记 

e(i) = e 2 ^*. 

我们并用 Ac 表示: c 的实数部分，则得 

((P-l)/2mJ A 


S m = 


S S S < mnx / P ) 


a = On=—a 


2e(mn/p)([(p- l)/2m] + 1/2)) 

, 2 [安 卜 + ” + 4 会 & I _ Z ^^/2 p ) + ^ mn /2 P ) 


2(e(mn/2p) 

—e(~mn/2p)) 


2 [^] (^ + l)-^ + l) 

,iV'y' R e (( mn /p)([(P - l)/2mj + 1/2)) 
~ e(mn/2p) - e(-mn/2p) 


[^] 

A a 

2 EX 

中3 

^4 a 

2 [^r] 


(^+ i )-> i ( A + i ) 


^ 2 V' V' siP([(p - l)/2m] + l/2)2nmn/p 

会土 sTn nmn/p~~ 


(v4 + l)_A(A + l) 


l)n sin ([(p - l)/2m] - p/2m+ l/2)2nmn/p 
sinnmre/p~~ 


(^ + l)-A(A + l) + 2i4fl, 
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此处閘 < 1 ,并用到引理 20, 其中 m < p/2A^ p/2a 及 -l + l/2m< [(p- l)/2m] - 
(p— l)/2m< 0. 

由于 

-2(A +1) < 2[(p- l)/2m)(A + 1) - p(/l + l)/m 
< ~(A + l)/m < 0, 


所以 

-44 -2< S m -p(A + l)/m + A(A + 1) < 2A. 

故得引理所示的不等式. 

特别当 m = 1时有1? = 0,故等式成立. 

引理22 当 a 彡0时有 

E °° sin 2 nna n 2 . f . r 

—~2 - = y(W - W 2 ), 

此处 {a} = a - [a] ( 见，例如， Wittaker-Watson. Modem Analysis, 4th ed, Example 
3, p. 163.) 

引理 23 命 / I 彡 0, m >0, 则 

证明 （1) 当0 < a < «/2时 ， sinz ^ X. 由于 


[(p — l)/2m] + 1 > (p — l)/2m — (2m — l)/2m + 1 = p/2m 


t 


所以 


*=[(p-l)/2m]+l X2 


dx 4m 2 2m 4m 2 

= T _ 


P ^2 _ 


S m> 2 l( ， "y^ 2ml 8in 2 n(/i + l)mj/p 

m 会 (nmx/p) 2 

2p 2 ( ^ sin 2 n(A + l)mx/p 
n 2 m 2 l « x 2 I 

V*=l X=[(p-l)/2m]+l / 


£ 


由引理 22 可知 


( v-' sin 2 + l)ma:/p 2m 4m 2 \ 
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(2) 当0 < z < 0.44 时，我们有 

(1 - x )- 2 <1 + 5®, 

而当 0 < a: < n/2 时，我们有 

sinx > x — a: 3 /6. 


所以当 l < a : 彡 ( p - l )/2 m 时， 

1 


(sin nmx/p ) 2 (ji 2 m 2 x 2 /p 2 )(l — Jt 2 m 2 x 2 /6p 2 ) 2 




5n 2 m 2 x 2 、 

6P 2 ) 


其中用到 

因此由引理 22 得 

< 2 S 

2p 2 ( ^ Bin a n(A 4 - l)mx/p 5 ^^ \ 

^ + hi 妒 ) 


n 2 m 2 x 2 /6p 2 < jt 2 /24 < 0.44. 


h 盖 . 


4. 与特征和有关的结果 


引理24 命 p >10 6 及 


= n(a) = 2 (3， ^(^A+i) X / P y 
^ V sinm/p ) 


此处 E ' 表示过二次非剩余 mod p 求和. 若讥= 3,92 > ^ ( p /5) 1 / 2 , 

则当1 < 4 < lOp 1 / 2 时有 

N > 20 p ( i 4 + 1)/81 - 0.05314 PP 1 〆 2 . 

证明由于所有小于 3(p/5)V2 的正整数，它们不能被奶整除，但却好被3或 
3 3 = 27整除者为二次非剩余， modp . 所以 

N > (S 3 - Sg) + (527 — Ssi) — S3ga - ^ S^g, 

(p/5)Va^ g< (p_ 1)/6 
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此处 g 过素数. 

由于 2Ax27< 540 P 1 / 2 < p, 所以由引理21得 

S 3 -S9 + Srr> (1/3-1/9 + l /27) p(A + 1) - (4 + I ) 2 - 9 A - 3 
= {7/27)p(A + 1) —（>4十 I ) 2 -9A-3. 

由于 81(4+ l )<810( p 1 / 2 +1) < p ， 所以由引理23得 
5 8 i < p(A + 1)/81 ~{A + I ) 2 + 5 p /486. 

由于对于所有的: c 皆有 { x } - {*} 2 < ^所以由同一引理得 

S3 « < ^ x i + i^ = 3^ + I^ < __P 1/2 ， 

类似地，由引理19得 

E 知 < E (命+盖） 

< 1.2142 


⑴ 


( 2 ) 


36 (p/hy/ 2 \og(p/hy/ 2 

(5p)^ a 
6 






所以 


5： 〜 + ^(5.9208 + 0.0023) 

(p/5) l/a <9«(p-l)/6 


2.71508 


" 219.708^ ' 18000 
=(0.01236 + 0.00165)j>p 1/2 

= 0.01401pp 1/2 - 


Vs, 


5x 5.9231 


PP 1/2 


⑷ 


由 （ 1) ，（ 2) ，（ 3) 与⑷得 


N> 20 P (>i + 1)/81 -9A-3 - 5p/486 - (0.03909 + 0.01401)pp 1/3 

> 20p(i4 + 1)/81 - 9^ - 3 - 0.00002pp 1/2 - 0.0531)pp" 2 

> 20p(i4+ 1)/81 - 0.05314pp 1/2 . 

引理 25 命 ; p 兰 1 (mod 4) 及 


-t t g )- 

a=l ti-=1 ■Ur, / 
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则在引理24的条件下，当 p" 2 < A < lOp" 2 时有 

S < AlAp 1 ! 2 /^! + 0.21256p. 

证明我们有 

A [a/3] 


如丨，引理5之证明所示得 


A a / \ A [o/J] / •. 

a =ln=l ^ y/ a=l n=l Ky/ 

4 s (?) + 2 fse ) + 3 II ( i ) 




*=i 

5i(A)/2-/V(A) 


8inx(^4 + l)x/pN 

sin nx/p ) 


所以由引理 21 与引理 24 得 


5< 2^72 Sl(A) - + 2^72 Sl ([f -1 ]) 

< 2pi/2 (p^ + 1) - + l) 2 — |jp(A + 1) + 0.10628pp 1/2 ^ 

+ 2^( P [ t ] -[ l ] 2 -| l P [ f ] + ° 10628ppl/2 ) +j4 

< 2^72 (H P(A + 1 )-( A + 1 ) 2 + 010628pp" 2 ) 

+ ^72(ll p J + 010628ppl/2 ) < |j>lp 1/2 + 0.21256P. 
引理 26 命 1 (mod 4), 则在引理 24 的条件下得 
g 3 <3p" 2 . 

证明当>1 <肋时有 

A a y A a A a A a 

E E (=)>E E i-E E E ' 

<»=1 n=l,3tn«=1 n=l,3t»» a=l n=l, 9 a|n a=l n=l ， 3g 2 |»» 

> A(A + 1)/3 - {l/Zq3)A(A + 1) - 2A. 
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由 I , 引理 7 可知 93 < 7.5 P " 2 < 10pV2, 所以当 4 = 啪 - 1 时，由引理 25 ( 若 
A<p 1 / 2 . 则结果显然成立）得 

(A(A + 1)/3)(1 - I/%) -2A< 41 V /2 /81 + 0.21256p, 

(A{A + 1)/3)(1 - 0.0375) _ 24 < 0.5062Ap 1/2 + 0.21256p, 

0.3208_4 2 - 1.6792/1 < 0.5062Ap 1/2 + 0.21256p, 

0.3208A 2 - 0.5079Ap 1/2 - 0.21256p < 0. 

所以 


从而 


A < (1/0.6414)(0.5079 + (0.5079 2 + 4 x 0.3208 x 0.21256) 1/2 )p 1 / 2 , 
93 < 3p 1/2 . 


5. 关于和的一些引理 


n 当 g > 0 时，我们有 
(A + 2)(A-q) 

2 ? 

我们有 




翊 -E + E +...+ E [H + E 

»=l L J q^a<2q 2q^a<3q HA/q)-l)qSia<lA/q]q J 

=s ( 1 + 2 + ...+K- 1 ]) + d ] ,+1 ) [引 

= 'K]( m+2 - [•]") 

= 2^ A ~ -Q + ^Q + 2) 

== ^(( >1 -| + 1 ) 2 -(^ + 1 -|) 2 ) > “*-[•]， 
它介于 （A + 2)(4 - q)/2q 与 （A - g/2 + l) 2 /2 9 之间 . 

引理 28 (Euler 求和公式）命卜 (x) = a: - [a: 】 -l / 2 及 
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命6 > a 及 在 “ x < b 中有连续二阶微商.则 

^2 9(m) - j 5(x)dx + g(b)h(-b) - g(a)bi(-a) 

a^m<b Ja 

+ g'(b)b2(-b) - ff'(a)i>2(-a) 

-J g"(x)b2(-x)dx. 

引理 29 当 a-A 9 >3? 彡 9 时， 


[(o-Afl)/3,] 

5： 


(3A + 10.7322)a 


12(3 + A)»log(o/(3 + A)) 
Vfe2(-(Q-Aq)/3q) 
alogg 

-G + f) U 3TA +li91 " 

此处按 3g 能或不能整除 a - Ag 而定 = li 9 或 0. 

证明命 g ( x ) = lia/(3x + 入)，则 

3a 




(- 免+凡 


〆(*)= 


(3® + A ) 3 log ( o /(3®+ A ))' 


»， x s = 9a(21og(o/(3g + A))-l) 

(3:r + A)31 og 2 ( a /(3a; + 入 )）’ 

及当 1 < 3* + A < (l/e)a 时，由于当 u > 1时， （2tx - l)/u 2 为递减函数,所以 g fl ( x ) 

为递减函数. 

由于 


/ (a-Xq)/3q 1 / „ \ (o->g)/3? 

知出= 50 +，^), 

_ o / d(a/(3t + A))/d< 

_ 3 乂 a /(3 t + A)log(a/(3f + A)) dt 
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及 

所以由引理 28 可知 


= ^-5 (3 + A)U Fh + I l0g 


X 31/2 ^ 

b2(-x)dx < — . 


log(o/(3 + A)) 
log g 


[(a-Ag)/3«] 




卜 hqbl ( _ ~ 3^) + 4(3 + A)2log(a/(3 + A)) 
• 3aA2(—(a — \q)/3q) 

(a/7) 2 log 9 


_ / ，(a ~ A,)/3g 9Q(2Iog(a/(3x + A))- l^C-x) 

Ji (3x + A ) 3 \o^{a/{Zx + A)) 

= a log MM + ^_l (3 + A)li ^_ 

+K^ +U9&i (-^) 

._a_ 3q 2 b2(-(a - \q)/3q) 

4(3 + A ) 2 log(3/(3 + A)) a log g 

3” 2 a0 

12(3+ A)3 log(o/(3 + A)) +R ' 

此 0<1, 引理证完. 

引理 3 0 在条件 A>0 及引理 29 的条件下，我们有 

A [(o—Ag)/3?] 

S S li 3^TA<e- 4 ^ + 2 )^ 1 °«3TA 

- q(A 2 + A + (3 4 - \)q) log log 9 + (A + l)li^ 

(2A + 3M,. A 

_ 6 - h 3TJ 

①当 0<*《1 时，乂 ba{-z)dx = ((i a - x)/2 + l/12)dx = (®/ 12 )( 2 i 3 _ 3 » 十 1 ), 它在 
x = (3 士 3»/ 2 )/6 时取极值 . 当 a: = 1时，积分等于 0. 由于 62 ( 2： — 1 ) = 62 (*), 故得所要求的公式 . 
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+ + 8/U-(2A-3)V + 4) 

24g 


12(A + 3) 3 log 々 3(3 +A) 

h 8fe( l0g (3^ + (3TA^)- A / 

2A(3 + A) 2 + 3A +10.7322 广 /(3+A) gda . 
h 12(3 +A) 7, bg^' 


证明由引理 29, 得 


A [(a-A«)/3fl] A A [(o-A«)/3«] 

£ U 3J7Ta = S U A+ E E U 3l7T ； 

v=0 a=\g a=(3+ 入 k=1 

; r li ? dI + li 4 + ^ 2, og »±M 

〜 A A a=^A), 3 bg9 


£ 


12(3 + 入 )3 W (3+X)< , log(z/(3 + A)) 丁 log(^/(3 + A)) I 


A 

E 


alogq \ 3q ) 


+ _( A + ^9 + 3?)(A - Aq-3q+ l)lig -( 盖 + 会） 


忐―丄 >( 兮 )+4 


此处按 3«7 能整除或不能整除 a - Ag 而定圮 =1 或 0. 

显然有 

Ix/^ogx/X' 


J A li^dl = y41i^ - Xq\iq - 


S I log log ^ 

a={a+X)q 

< \ ( a;loglog—J— 

A J(3+X)q + A 

A 


: K a! 


log log ^ 


3 + A 
(3 + A)Vl°glogg^ 


xdx 
log i 
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xdx 

logx/(3 +A) 


A, , A 1 f A xdx 

+ 3 响 3TA~6 y (3+ x), logx/(3 + . 

_ ^2 ^(~(° ~ Ag)/3q) < 丄 

o=(3+A)9 a a=(3+J 

< ^( 1 ° g (3TA)^ + ( 3 + A) 9 )' 


其中用到 *2 ⑻彡 —1/24. 


， / 3TA dX = >Ui 3TA~ (3 + A)9li9 


f xdx 

J ( 3 + ； o? (3 + 入 )log :r/(3 + A) 


U ' (兮 H 

»-(3+A)fl .. . 、 

S (K_ 幻斗 s 嘛 


此处按 3g|n 或 3«71 n 而定 /i" = 1 或 0. 由于 [-n/3 9 ]= - 卜 / 扣 ] + - 1, 所以 


J _ (3+ 入 )9 / ci, . 

s= S (丁 [普 5+ 矿) 

(3+ 入 )9 / r -i - v 

= S (飞 + 相 +5)’ 


s < 一 ^^(乂 _ ( 3 + 入 ) 9 )( 义 -(3 + X)q + 1 ) 

+ ^ (4 _ ( 3 + 入 ) g - 2 ) + ^(vl- (3 + A)g + l) 


A [(o-A?)/3 9 J . 
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— - (A + Ag + Sq)(A -入 g - 3g 十 l)loglogg 
D 

+ ^ ( 乂 2 bg log - (3 + X) 2 q 2 log log g) + ♦ log log 

_1 f A xdx 

6 J{3+\)q logx/(3 +A) 

3A +10.7322 / f A xdx A \ 

12(3+ A)3 \J (3+X)q \ogx/(3 + \) + log>l/(3 + A )) 

+ ( l0g (3 + A)g + (3 + A) 9 ) 

+ (-A + Aq + 3q){A — \q — 3g + l)li^ 

6g 


A 

3 + A 


■G + i) ( 灿土)-( 3+ 躺 




(3+A)fl (3 + A) logx/(3 + A) 




2A + 3 

1 ■—一 3 + 入’ 2 V ， 

3A +10.7322 A 


+ (i4 + 1)U X~ + ^ 4A2 + 8A 

+ (2A-3)V + 4) + - 


f ( los c 


12(3 +A) 3 log(A/(3 + A)) 


g 2 

8 log?(3 + A) 9 n 

f A xdx 丄 2A(3 + A) 2 + 3A + 10.7322 /- 4/(3+A) xdx 
/, logs' 


厶 ， A log x/A 
引理 31 在引理 29 的条件下， 

[(o-2,)/3,] 


+ (3Ta^) 

0 2 + 3A + 
12(3 + A) 


A f «<»-g)/39] 

S E ^ 

a=q \ i/=0 


巧十 S a ^) 

+ 2) log (log ♦ log 鲁 ) 一 -(2A 2 + 2A + 9q) log logg 
+ 7^-(4A 2 +8A + q 2 +4)-l 


12g 

g 2 

81ogg 


, 1OS 25? + 20^ 


logyl/5 

M /: 球 
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2 (2 — 3x)dx 
log Ac 


/： 


rl/4 (1-1667-2.0472a ； )dx + Q 1Q16 
log Ax J 


5 xdx 、 
I log Ax J 


证明由引理 30 可知问题中的和小于 

! 处 4 + 2) log (log 令 log 鲁 ) - ~(2A 2 + 2A + 9q) log log 9 

+ (>1 + 1)1LA + (4 + 1)U^- - 

+ l | (4 ^ + 8j4 + 92 + 4) + i^^j 

q 2 / j4^_ _9_\ _ f A £d« _ f A xdx 
+ 81ogg V° g 20 g 2 + 70q) ~ J q ~ J 2 , 21ogi/2 


由于 


45.7322 f A/A idi 

= _ 48-X toil 


log i 

116.7322 f A/5 ada: 

60~~ J 。 logx' 


AliA + _<41i 会一鲁 i41i 令一 


. r A <1* 

=A L,^ 

+ o 

JA/A log 37 

+ ^r 

6 Ja/6 

dx 

logx 

f A xdx 

r A xdx 1 

45.7322 f A/i xdx 

"J q 

Jig 21ogx/2 

~48~y. 

logi 

116.7322 / 

■ A/B xdx 



+ 60 1 

,log^ 



f A xdx 

= -Ja /2 ^' 

0 

JA/4 lOg* 

fA/* 

2.0472 / 

Ja/s 

xdx 
log a: 


严 ’ 5 ida: 

一 0.1016 / : — , 

Jq logx 

所以将积分中的 0 ：换成 Ar 即得引理 . 


6 . 较小二次非剩余的增长性 

引理 32 命 p s 1 (mod 4), p > 10 6 及 gi = 3, 则 5 顿 3 < p. 
证明假定引理不成立，即 5 仍伯彡 p •则 
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9 3>(P/5) 1/2 . ⑴ 

由 I ， 引理 7, 我们得 93 < 4〆 2 / (1 - !) (1 - !) = 7-5p 1/2 - 

若必 < p 1/2 /37.5, 则引理立即成立 . 若 92 彡 P 1/2 /37.5, 则由引理 26 得 

92 > p 1/2 /15. (2) 

所以引理当 ga < P 1/2 /15 时成立，因此我们可以假定 

92 > p 1/2 /15. (3) 


由 I ，引理10得 


. 纟 (teH&l) 


a=fla ' »»=1 
[a/Sqs] 


- S ^+ 固卜 ⑹- 1 )) 

4 ( 閱 ). 


⑷ 


将不等式的第一边记为 So . 则 

a=qi |/= 1 , 3 |^ <•=« 1 - 

+ 纟 ( teHd )= y - s,,+s, " (定义 

(1 ) 假定 p > 10 8 , 我们取 4 = [lOp 1 / 2 ]. '由于 A 2 /3 > (lOOp - 20p 1 / 2 )/3 : 
33.32p + 4p/300 - 20p x / 2 /3 > 33.32p. 所以由引理 25 可知 

S 0 > (A 2 /3 - 41Ap l/2 /81 - 0.21256p)/2 
> (33.32 - 5.1 - 0.22)p/2 = 14p. 


由⑶得 


⑹ 
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< 50(10p 1/2 + 1) + 10p 1/2 = 510p 1/2 + 50 

< 0.06p. 

由于 ft > (p/5)" 2 > 10 4 /5 X / 2 > 51 2 , 所以由 I , 引理 2 可知 

5»>(0.9607^-2.7)^([5]-[^])- 

由引理 27 及 （ 2) 得 

矣 ([l]-fe])>i( w+2XX - 
-I(—¥) 2 ) 

p_ /100 _ 1 _ 3^ __3_1 

> ® 〈了 - 3 x 10 8 一 1 ■一 2x10^ 一 6 x 10 8 ) 
29.957 


⑹ 


所以 


S" > (29.957/ 93 )(0.96071i? 3 - 2.7) 
> (28.7791i 93 /<73 - 0.03)p. 


最后由丨，引理 2 及引理 31 可知 


⑺ 


S' < 1.0376 53 5^ (lio/i/+1.85) 

0=?3 V=l , 抑 

< 1.0376{^>1(^4 + 2) log (log j log 

- I (2A 2 + 2_4 + 9g 3 ) log log g 3 + (4 i 4 2 + 8A + + 4) 

0 1句3 


；( log 


I 0.034 丨 qj 
log A/5 81ogg 3 

+ A ^ n ± z^ + r 

\Jl /2 log Ax J lf 


A 2 9 \ 

20^ + 20^J 

1/2 (2 - 3i)dx 
log Ax 


4 (1.1667-2.0472)dx 
log Ar 
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+ 01 。 16 £:蟲) + — 

+1 M 956 £([*]' fe ])' 


由于 


^>1(^4 + 2) log (log ♦ log ♦) — ^(2i4 2 +2A + 9®) log log 

1.0001 2 /. log(5/2)p 1 / 2 Iog2p 1/3 2loglog(p/5 )" 2 、 

< ~~6~ V 8 (logp 1 ^ - (log5)/2)2 ~[lOp 1 / 2 ]) 

〆 10001 42 (41oglO + log2.5)(41oglO + Iog2) \ 

< —^ l l0g - (41ogl0-(log5)/2p + 00002 J 

10.267x9.9035 . …、 


• 1.0001 
： ~6~ 
1.001 
'~6 


(logi 


8.405622 - - ) 

->l 2 (log 1.42+ 0.0002) 

< ^-A 2 < 5.85p, 

蛊 ( 4 细 + 料々 P (苧 H 

< 34.08411W73P/93, 


十 IT 


7 To «) 


0 03i4 < — 0, ^-! — = _ — 0 _ 3p —- < O.OOOOlp, 
log A/5 log(2p" 2 — 1) 10 4 log(2 x 10 4 - 1) 

A 2 9 \ 9p (' 10 2 x 5 丄 9(5) 1 /2 \ 

卜 AA I < n 1 _/A /0\ I log o/\ + 20 X 10^ / 


log- 


( 108 20^1 + WJ ^ SlogOpVZ) 
< 8 x io 9 3 ~ 5 ^ ( 3 . 21889 + Q 侧 2)p<036p 
( 这里用到 (p/5) 1 / 2 <H3< 3P 1 / 2 ). 

Ji/2 log Ax log 4/2 J 1/2 k 

C (2 - 3 x)dx 7 7 

log Ac < 321 ogi 4/4 < 32 x 10.126635 


8 x 10.81977 

< 0.0217, 


f 1/4 (1.1667-2.0472g)dj 


/ H 667_9> 2.0472\ 

r l on onn I 1 


J l/S log Ax 、 log >1/5 V 20~ " 800 ) 

f 1/S 工 dx ^ 0.00204 ^ n 


①当 e 4 时 ，lii < */(log*-2). 亊实上，当 a 
2))/dx. 


=e 4 时，不等式成立，及 dlix/dx $ d(i/(log x 
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与 

所以 


1L4 + 1U/2 < 21L4 < 2 x 

<Io^fc) 


吻 1/2 g 

log lOp 1 , 2 — 2 

< 0.0003p 


£,( fe ] ■ [sD < ^ il+A<ooo85p ' 


S ， < 1.0376p{5.85 + 34.08411ig 3 /«3 + O.OOOOlp + 0.36 
+ 10 2 (0.0116 + 0.0217 + 0.0036 + 0.0001) + 0.0003} 

+ 1.91956 x 0.0085p 

< p( 1.0376 x 10 + 0.02 + 1.0376 x 34.084)lig 3 / 93 ) 

< p( 10.40 + 35.3661ig 3 /93). (8) 


由 （ 4), (5), (6), ⑺及 （ 8 )， 我们有 14p < P (10.40+35.3661ig 3 /«3)-(28.7991i<i3/g3 - 
0.03)p + 0.06p ， 即 

14 < 10.40 + 0.03 + 0.06 + 6.59U? 3 /93 

< 10.49 + 6.59 x l/(log(10 4 /5 1/2 ) - 2) < 12, 

这是荒唐的 . 

(2) 假定 10* < p < 10 8 , 则我们取 X = [6pV2]. 由引理 25 得 
So > (A 2 /3 - 4lAp ,/2 /81 - 0.21256p)/2 


> (12 - 0.004 - 3.0371 - 0.21256)p/2 > 4.3731p. 


由引理27可知，当 ft > p/5<73 时有 

-空 + I) 2 - C^ + 2 )(4-3g2) ) 

( g 2 + 2) 2 、 


(5') 


S" < 




设+ 1“甲） 


<i(! 2+ 

<5 肋 (12.004 + 


4 

L Io^ 


, (?2 + 2 ) 2 \ 

8p 

(p+ 10g 3 ) 2 
200pg| 


)■ 


在此需注意由 （2) 可知，函数在92 <g 3 < 3 9 j / 2 中是递减的.由于 
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与费~ = 丄(吾 + 1 °) < 25 o ( 5l/2 + ^) 

<25o( 5l/2 + I5o) 2<00253 ' 

所以 

S'" < 60. 146593- (6') 

由 11 < (p/5) 1 / 2 <03 < 3P 1 / 2 < 10 6 , 所以由引理 18 可知 S 〃 > (lig 3 - li^ /2 - 
l)E([a/? 3 ]-[a/393])- 

0=93 

由引理 27 及（ 2 )，如同 （ 1), 我们有 


- [忐]) > 忐 (卜卜 ^ ~ q3 ~d 

> ^ ( I 62 ~^ + 1^2 — I ^ _ 為一会) 

(23.9969-|^)>j(n.9984- ||), 


所以 


kdT ' w -。.。。 2237 , 


ii ?3 /2 r mv^) i/2 . 
93 10 3 /5" 2 


li21.176 
447.21 


S" > p{]iq 3 /q 3 - 0.0263)(11.9984 - 3g|/8p). 

最后，由引理 17 及引理 31 得 


(70 


A 1/13 A q/qa 

S ' = E E <)<E E 4 

a=93 x/=l,3fp 0=93 u=l,3\v 

1 ( A y4\ 1 

< -A( J 4 + 2)log (log — log —I - -(2A 2 + 2 A + 9 q 3 ) loglogq 3 

+ Ui 3 ^ + 8A + ^ + 4 > + + 8 ^； ( lQ g 2^ + 2^) 

+ A 2 ( f 1 (l~x)dx | 广 2 {2-3x)dx 
\ Jl/2 log Ac J l/4 xlogAx 
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-V 


J\/h 

A 2 f 


< f {K 1 + 士 ) log ( iog * iog 誓 )- i ° giogg3+ ^ 
+ ^( 1 + 1 + S + ^) + a^B75 


8^^( l0g 2^| + 2^) +3 (// 5 

(2 - 3x)dx t f 1/4 (1.1667 - 2.0472x)da: 


(1 — x)6x 
log Ax 


4 


u L 


h/4 log Ac Ji /S 


由于 


i log ^log J log j'j < log(log 1500log 1200) 


< log(7.31323 x 7.09008) < 0.0007, 

^ < 5999(log5999-2) < 議 16 ， 

0.09 . 0.09„ 


A\o Z A/b ' 599 -- 

3p C, _ A 2 . 9 \ 

M 2 log 93 、 l0g 20^| + Wz) 

3 如 ¥+$)< 釀， 


2861ogl0 3 /5 1 /2 \ 

C (1 < - 4t» f 1 (! - X)dx< x i < 0.0157, 

Ji /2 log Ac log^/2 y i/2 V 8.006 8 


/ 1/4 ( 

Jl/5 


1 (1.1667 - 2.0472x)da: 
log Ax 

< t - g -^yg j:’ (1.1667 - 2.W72x)Ax < 0.005, 


. id® 0.002 0.1016 x 0.002 „ 

01016 I 01016 X i^< 6.103 <0 . 0001 ， 


x log Ac 
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及最后四个积分的总和小于 0.0508 , 所以 

S ’ < 12p||log (log * log - log log 殳3 

+ i ?( 1+ 5W7 

!8^ H 


— qj 

lpi/2 T 143.952p ^ 


(这里用到 0.0007 + 0.00016 + 0.00002 + 3 x 0.0508 = 0.15328). 

由⑷,（纪)，咿)， （7') 与 （8') 得 

4.3731 <12{| log (log flog.) - log log 93 

+ ^( 1 + 51 ^ + 14 ^ + 0 °^ 01 ) 

+ 0.0038^+0.15328) 

P J 

- (lig 3 /93 - 0.0263)(11.9984 - 3g|/8p) + 60.1465g 3 /p, 
4： ^ - < ^log (log J log 香 )- log log g 3 

+ 座 (0.00014 + 0.00034 + 0.03825g/p + 0.00001) 

93 

+ 0.0263 (1 - 蟲 ) + 0.0038^/p + 邱二 65 专 + 0.15328. 


由于 


所以 


U93 . 1 

93 log 93 - 2 


0.3644 < i log (log J lo S 誓)一 log log g 3 
+ 0.24373(0.00049 4 - 0.03825?|/p) 
+ 0.0263(1 - ^/32p) + 0.0038g|/p 
+ 5.013g 3 /p + 0.15328, 


0.3644 < ^ log (log $ log 誓 )- log log q 3 + 0.0123 通 /p 
+ 5.013? 3 /P +0.1797. 
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log log g 3 < I log (log 4 log *) + 0.0123g!/p 
+ 5.01393/p - 0.1847. 

由于 (p/5)" 2 <?3< 3p 1/2 , 所以 

log log® <■ log (log 4 log .) + 0.0123 x 9 

.847 .< | lo g(log^) 


⑻ 


丁 1Q3 v - ±m, ' 

93 < (3/2)p 1 / 2 . 

对于 p < 10 8 , 由 （10 ) 可知 

d (, , 0.0123 2 5.013 仍、 

( loglog93 - — ql - —r~) 


( 10 ) 


93 log q 3 


0.0246 妇 5.013 


0.0246 3 5.013 


3p^ 2 log((3/2) x 10 4 ) ~ ~p^~2 " 

因此由⑼得 

log ( 營 ) / < I log (log 昼 p]’ 2 log \p l,2 ^j 

+ T((r) a +T(r -。 

< I log (log ^p 1/2 log !p 1/2 ) 


103(5)V2 ' 

:备 log (log -p" 2 log !P 1/2 ) - 0.1799 


0.35 < 0.1799 x 2 < log 


log(3pV 2 /2)Iog(6p 1 / 2 /5) 


(log(p/5)i/2)2 
<lo log(3/2x 10 3 )log(6/5x IQ 3 ) 

° g (loglO 3 # 1 / 2 ) 2 
< log 1.393 <0.332, 


这是荒唐的 . 引理证完 . 
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7. 证明定理的 E. A. 部分 

定理 4 对于一个素数 p 三 17 (mod 24), 除可能 p = 17,41,89,113 与 137 之 
外，在 R{p ^ 2 ) 中没有 E. A. 

证明 （ 1) 假定 <?2 = 5 ,由于 


40^3 < 7.5 x 40p^ 2 = 300p 1/2 < p, 

若 p > 300 2 = 90000, 则当 p > 90000 时，定理成立.当 p < 90000 时，直接验证条件 


40g 3 < P 


可知，除 p = 17,113,233 与 257 之外均成立.但 


233 = 2 -5 +41.3 (ft = 11), 

257 = 5^3 + 74.3 (q 3 = 7), 

所以由 I ，引理 15 可知除可能 ;> = 17,113 与 137 之外，在 R(p 1 ^) 中均没有 E.A. 

(2) 假定奶 一 5. 当 p > 10 6 时，由引理 32 及 1 ，引理 16 可知定理成立.当 
p < 10 6 时，由直接验证可知除 p = 41,89 与 2H 之外，条件 


5^293 < P 


成立.但 

271 = 3^3 + 92-34 (?2 = 7, 助 = 11). 
所以由丨，引理 14 即得定理 . 


(王 元译〉 



关于 Blichfeldt 定理的一个注记 ® 

华罗庚（国立清华大学） 


命 a > 1 及 ▲ 为 n >3 个实变量〜，•••，〜的线性型，其系数行列式 
4 # 0. 为了简单起见，我们假定 | 川 =1 .命 2 s 个型，有共轭复数对系数，及其余 
的 n - 2s 个型有实系数.则 


kir+---+i«nr <1 


定义了 a: 空间一个对称凸体，其体积 V{a ) 等于 

{r(l + g)}"- 2 *{"r(l + 2a)/2 1+2a }* _ 

2 r(l+ na) (a - 料 

Minkowski 原则称：若 

r n > 2 n V~ l (<r), (1) 

则有一个格子点 (a ： i, ••- ,x„) ^ (0, ••- , 0) 满足不等式 

iftr +---+ K « r <^. 

当 <7 彡2时，用 Blichfeldt 方法， von der Corput 与 Schaake® 改进了这一结果 . 
他们的方法的 关键一 步为一个下面类型的不等式 


k k 

E \z P -z q r<^)k-J2\z P r, ( 2 ) 

P'9=l P=1 

此处 S(<T) 既不依赖于任意复数 Z p , 亦不依赖于 fc, — 旦有了这样一个不等式，则 
(1 ) 可以换成 

( 咖 )) 咖 ⑷. (3) 

初等的关系式 

i«-<<2- i (|ur+|vn 


① 1945 年 2 月 24 日收致 . 发表于 Buli. Amer. Math. Soc., 1945, 51: 537-539. 

② Acta Arithmetica, 1936, 2: 152-160. 
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(基于当 a : > 0时，#为 a ； 的凸函数这一事实）推出 （2), 其中 e (( r ) = 2〃. 将它代 
入 （3), 则并无改进.反而更坏于 Minkowski 不 等式. 无论如何，当 <7 > 2时 ， van 
dev Corput 与 Schaake 得到了较好的值2^~ 1 .在此，我将证明，当1 < 彡2时， 
e(a) = 2是一个合理的选取，而且这两种情况几乎立即可以从 Riesg 凸性定理中推 
出来. 

事实上,取 •> = «及 X 为线性型 ^Z v -Z q 即得这一定理的特殊化 ( Hardy , 
Littlewood and Polya . Inequalilies,p.219, Theorem 296). 从而对于固定的 A : 及变量 
Z\, , Zk, a 

{ E \z p -z q \ 1 ^/k'£\z p \ 1 /A 

P=1 ) 

的极大值 A 4 ⑷是 a 的一个凸函数，其中0 < a < 1. 我们易于验证 
M “0) = 2, M fe ( l /2) = 2 1 ' M fc ( l ) = 2(1 - l/k) < 2. 

关于 a 

| El Z pl 1/a } - 而灿 a — 0 ， 

由 raax | Z p - Z ,| <2 max | Z p | 及当 Z ! = 1， Z 2 =-1, Z 3 = … == 0 时达到上界 
2, 即可得第一个方程.类似地由初等不等式 

X ； I w = 2k^2\Z p \ 2 -2 \^zS ^2 kJ ^\ Z p \ 2 , 

P 9 P I p I p 

^2\Z p -Z v \^ ^2(\Z P [ + \Z q \) = 2(k 

P/9 P 

及对应的关于 z p 的选取达到上界的明显观察，即得其他两个方程. 

我们用2作为对数的基底，则当 a = 0,1/2,1时， log 2 M 2 ( a ) 分别等于1, 1/2 
及小于或等于1之数,从而折线 

f 1- a , 当1/2, 

\ a , 当 1 / 2 彡 a < 1 

给出了凸函数 log 2 M fc ( a ) 的一个上界,从而我们获得 （2) 的可允许结果，其中 

e((r) = 2 a ~\ 当> 2; e(a) = 2,当 1 < < 2 (4) 

这两种选择都是臻于至善的，当0 < a < 1/2时，这可以由例子 k = 2,Zx = 
-Z 2 = 1来阐明，而当1/2彡 a 彡1时，则可以由例子= - Z 2 = 1,Z 3 =…= 
z k =0 来阐明，其中 fc 充分大. 
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考虑情况1 < a < 2,若我们将 ek ) = 2 代入（3)，则我们将发现它不能改进 
Blichfeldt 已有的不等式,特别不能对最有兴趣的情况 a = 1有所改进,我们注意到 

( 心 r+-+i“r ) 1/g 

是指数 a 的一个递增函数，而由 （3) 导出的格子极小 

(!r (宁 r«, ( 5 > 

则不是递增的.结于 S = 0,当 n — OC 时，卩）趋于一个极限，即 

K^) 1/ ° /r ( i+ ?)- 2 °" , (?)° /r(i+o) - 

这一函数关于 a 的对数微商当 a = 1/2时为负的，而当 a = 2/3时为正的，从而这 
一函数在 a = 2与 a = 1.5 之间有一个极 小值； 数值计算给出其位置为 a = a 0 = 
1.8653 …①.在这一点的函数值 

< 1/(3.146 c ) 1 / 2 ， 

它比 Blichfeldt 的常数② 

l /(3 ie ” 

略好一点. 

总之，当2 > <7 > ( To 时， （1) 可以换成 

r n ^ 2 n '° V -^ cr ), 

而当1 < a < a 0 时，则⑴可以换成 

r " ^ 2 n/ao ( ’ + 2 ) 广如). 

无论如何,的选取范围为1彡 <7 0 彡2时，这将 成立； 当 n — oo ( 及 s = 0), 我 
们的特殊选择趋于最佳.即使对于小的 n , 这也已足够精确地去改进一点 Blichfeldt 
的记录. 


① 作者感谢 Sge 先生给出这一数值. 

② Tirana. Amer. Math. Soc., 1914, IS: 227-235. 


(王元 译) 



关于 Wright 一个结果的改进® 

华罗庚（美国 Illinois 大学） 


E. M. Wright 在他的文章 TAe Pronhet-Lehmer Problem 中称：“我未发现 
W(k,s) 独立于 s 的一个上界在此我将给出一个上界，命 W(k,s) 为最小的整数 
3 满足： 对于所有适合 p 爹的 P, <7,存在整数 iiu(l < i < j, 1 < « < s) 使 

XI = =…=〜 (1 < A < k), ⑴ 


EOE 4 +1 . ( 2 ) 

«=1 «=1 

另一个由 Lehmer 定义的函数 L(k,s)^, 其定义与 W{_k,a) 类似.除需将述语“对 
于所有适合 v + q 之 ■ V 、《、 改为“至少有一对显然 L{k,2) = W(fc,2) 及 
L(k,s)^ W(k,s), 应用我的方法! 3】 ， Wright! 1 ! 证明了我的上界 


30 = (k+l) 


logi(fc + 2) 
log(l + l/k) 



⑶ 


对于 L(k,2) 成立，而对一般的 L(k,s) 亦有效，及 


释，《) <(* + 1) 


log 卩 ⑽ —U + 2 ) 


log(l + I//:) 


在这篇文章里，我将证明我的上界 （3) 对于 W(k,s) 及任意 s 皆成立，即给出 
了一个独立于 s 的上界，这一结果显然是下面定理的 推论： 

定理 命 j)j 0 , 则对于任意 S ， 皆存在整数 

Ni, ■■- ,N k] Ml -- - , M s (M tl ，当 


① 1948 年 8 月 10 日收到.发表于 •/. London Math. Soc., 1949, 24: 157-159. 
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使 s 个丢番图方程组 

I i2 x it = Nh C 1 < * < *)> 

亡 a 4 + 1 = M t (x it > 0 ) 

t=i 

是可解的. 

命 , a fc +1 为文献 [31 引理〗中的整数集合,其中用 fc + 1代替 fc , 今后我 
们假定 

a u P 0V ~' < y uv < 2 ot u P 0 '" 1 (1 < u < fc + 1，1 < t ; < i ), 

此处 P = kf{k +1) # r ( ni , ••- ， n *) 为 
fe+i i 

Vuv = n h (1 ^ ^ A) 

的解数. 

存在一个整数集合 Ny .， N k 适合 

r { N u - - , N k )^ Cl _ p (*+ i ) a ( i -# H *=(*+ i )， (4) 

此处 Q (及以后的 c 2 ，…）为仅依赖于的正常数,事实上，不同 v 集合的个数不少 
于 

I nn^ , " 1 > 0^ +1 )< 1+ 私 … + 皮 -”= ca^fc+i^a-^). 

由于 c 3 P k , 所以不同的 n 集合的个数 

彡 C 4 P 1+2+ 〜+* = C 4 P ^ k( - k+1) . 

所以存在一个 n —集合，例如 N ly ---,Nk 满足 

t ( N u … ,NO ^ p (*+ D 2 ( i -^)- i *( fc + i ). 


方程组 


U=1 W=1 


的 解数彡 坳 +1 W - 妁. 这一结果是 Wrightl 1 ) 之引理 2. 
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( l ^ h ^ k ), 


解的 总数彡 c 6 eP ^ k ^ l ~^ ^ Z> |logi(fc + 2)J/ log(l + 1/*)， 当 P 充分大 
时，我们有 

C6eP ifc(fc + i)(l-^) < Cl p(fc+i) a (i-^)-ifc(* + D ^ r { Nu ...， N r ) (5) 

此为矛盾. 

证明给了我们更多的东西，例如，我们可以得一个 s 与未 知数印 大小之间的 
关系. 

我愿借此机会改正我的文章 |3) 的脚注中的一个 错误. 在脚注的最后一行中，语 
句“假定 s 彡 c^logfc" 遗漏了，这一断言在华【 5 丨中被作为定理16, p. 133证明了. 
此外，在文献 [6] 中，我还宣布了这方面一个更好的结果 • 




现在考虑 

fc+i I 

的所有解.对于每一解，我们皆有一个整数 M 使 

fc+i I 

若 M 的集合仅含有 eU s -1) 个不同的元素 Mi, ••- ，M e ，则 e 个方程组 


[21E3]2L 




M 


V + V 
2/id 

,stl 

: +s:+wl 


(王元译) 



关于一个二重指数和① 

华罗庚闵嗣鹤（數学系） 

摘 要 

设 k 为含个元的有限城.设 f { x , y ) 是《上的 n 次多項式，但它不等价于 
一个单变量的多项式.用 5[ o ] 表示 k 中元 a 的迹.那么有 

e ^S\f[x,y))/p _ 0{p m ^ 2 ~^), 

其中 Z 和 y 过《中的所有元，而 O 常数仅依赖于 n . 特别地，对于 n = 3,我们有 

更精确的结果： 

e 2« iS (/(*,») l/p = o ( p m ( 2 -})). 

虽然简要地描述证明的过程相当困难，钽我们还是要推出，其中大量地用到了 
关于有限城中微分方程的解的结果. 

贯穿全文，我们总考虑含个元的有限域 K , 其中 P 是一个素数， m 是一个 
正整数. 

本文的目的是要证明下面的 定理： 

设 f ( x , y ) Mn (^ 4) 次多项式,它不能表作 /C 上的一个 n 次单变量多项式.则 
有 

^ e 2ms[/«.*»)]/»» = 0(p m ^ 2 ~^), 

€，” 

其中 m 独立地过域《中的所有元，而0常数仅依赖于 n. 

特别地，取《为 modp 剩余类所构成的域时，我们有 

SS e2 ； d/(e 參 = °(P 2 ~")- 

€=1 »j=i 

定义设 

,1(*1，…，*«)，••• >fn{xi,- - • ,X n ) 

① 1940 年 10 月 5 日收到.发表于 The Science Reports of National Tsing Hua University, Ser. 
A, 1947, 4(4-6): 484-518. 
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为 K 上的 n 个多项式•令 


= J(fl, … ， fn) 


. D(fu … ,/n) 

' D ( xi , - , X n ) 


表示 A, …， /r •的 Jacobi 行 列式. 我们把方程组 

/i(xi,••• , x n ) = 0, * = l, -- ,n 

的解当中，满足 <7/0 者称为非奇异解，而满足 <7 = 0者称为奇异解. 
引理1 方程组 

- - ,x„) = 0, » = 1,- • ,n 


( 1 ) 


的非竒异解的个数为 0(1). 

证明 n = 1时，引理显然.假设引理对于 n - 1个变量和 n - 1个方程成立， 
我们来证明它对于 n 个变貴和 n 个方程也成立. 

如果 / i ,- - ,/ n 不包含，则 JUu " , fn ) 恒等于 0. 因而，⑴式没有非奇 
异解，引理成立.如果其中恰有一个包含〜，不妨设为/„，及 ( x ^, ••-，义％为 （1) 
式的一个非奇异解，则当 A = zP 时,我们有 

*/(,1 ， … ,fn) = . • - . /n-l) / 0. 

我们可见, ( ai 0) , •• - ,1 ^) 为 A = 0,…，= 0的一个非奇异解，而/„(* ( ! 0) , ••- , 
x ^^ x ) 不恒等于 0. 由归纳法假设,可知引理成立. 

设 fi 关于 a :„ 的次数为八当 Ai +…+ A „ $ 1时，引理成立，这是因为 （1) 
式中至多有一个方程包含: r „. 现在假设引理对于\ + •.. + A „ < 7 成立，我们来证 
明它对于 Ai + • • • + A „ = 7 + 1也成立. 

不失一般性，我们设 


fl = f\,O x n l + ••• + /l.Xji Si = h, 0 X„ a + • • • + f2,\i, 

这里 A! 彡 A2 > 1，而 /l,i,/2,i 为 Xi, •■- ,X„-1 的多项式. 

考虑方程组 

n = h,ofi - fi , ox^~ Xl h = o ®, / < = 0 (t = 2,... ,n). (2) 

显然， （1) 式的每一个解均为 （2) 式的解.我们将证明， （1) 式的每一个非奇异解 
(#>，• •• ,4 0) ),如果满足/ 2 , 0 / 0的话，则它就是 （2) 式的非奇异解. 


①这个等式也可能会是恒等式，如果这样的话， （2) 式就没有非奇异解了. 
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通过对= 1， • •.， n ) 微分 （2) 式中的第一个等式，我们可得 

砮4。當 - 

( =/ 2 ，。碧 - 八。 3 ^ - 々證 ，当〜 = d 0> 时)， i=ll "- n_l1 (3) 

-( Ai - A 2 )/ i , o ® n , - Aa ' V 2 

( =/3 , 。尝 - 以^尝’当〜^时)- 

因此 

j ( fi ， / 2 ,- ••,/«) = /2, oJ (/ i ,/ a , •,/ n )^0, 当知 = 4 0> 时 • 

现在假设（#，•••，: 4 Q ) ) 是⑴式的一个非奇异解，它满足/ 2 ,0 = 0,于是，此 
解既满足 

/i = 0, fi = f2 - fi . oXn 7 = o , /j = 0 (* = 3, • , n ), (4) 

又满足 

A = o , / 2,o = o , fi = 0 (t = 3,- - , n ). (5) 

由⑷式知 

語 = 尝 _ (= 尝，当 〜= W 时). 

因此 

■■- , fn ) = Afl ，/ 2 . /3, • • • , / n )+3：* V(/l , f 2 ,0, / s , • ' • 丄)， 当 X V = X^ H . 

由此可知， …， fn ) 与 J{Ju ftfii hi '-' 1 fn ) 不能同时为 0. 

由上面的讨论知，⑴式的每一个非奇异解必定是方程组（2)， （4) 与 （5) 之一的 
非奇异解.因为每个方程组关于 a ：„ 的次数之和都 < 7,所以，它们中的每一个的非 
奇异解的个数均为 0(1). 因此， （1) 式仅有 0(1) 个非奇异解. 

引理2 设 /( xi ,-•• , x n )(^ 0) 是《上的多项式，则方程 

/( xx , , x n ) = 0 (7) 

的解数为 
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证明 n = l 时，引理显然.假设 n = s - l 时，弓 I 理成立.设 
/(«i, ••- ,x 8 ) = g 0 (a：i, - - - + … +Sk(a：i, ••- 

其中讲为多项式，如_ 0. 显然，方程 

- - , x .) = 0 , ffo ( xi , - , x a - i ) ^=0 
的解数为 •-吖 而由归纳法假设，方程 

f{xu • ■ • ， I *) = 0， 5 o ( a ： i , • •• , x .- i ) = 0 
的解数为 - 2 > p TO ) =0( p — ― 1 )).合之可得，方程 
- ,x B ) = 0 

的解数为由此可得引理. 

引理3 设 g ⑷ 是一个 s (< p ) 次的多项式，它满足 

A ⑷ p ’( ti ) + B(u)g(u) = 0, ⑻ 

其中 A(u),B(u) 是多项式.则 〆 ti ) 的每一个不可约因子都是4 ㈦ 的因子. 

证明令 / l ( U ) 为 〆 U ) 的一个不可约因子，并设 

刚 riis ( u ) ①. 

于是，因为 v < p ， 所以 
由⑻式知 

/ i ( u )| X ( u ). 

引理 4 设 v 4( u ), S ⑷ , C 7( u ) 和 D ㈦ 是多项式，且 

( A («),^( u ) B ( u )) = 1. 

设17(均是一个 s (< p ) 次的多项式,它满足 

外剛 〆 ⑷- (A(u)C(u) + ^A f (u)B(n)\ g(u) + (A(u)yD(u) = 0,⑼ 
①表示 （/*(«) 广 Is 0»), 而 ( A(«))- +l tff ( u ). 
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其中 ft , A 为整数，而 h < p ， ft < i + l •则 

(■/ 4(ti))**|p(tt). 

证明假设 

g ( u ) = ( i 4(«))^ ft («), 


代到⑼式中并除掉因子 { A { u ) r \ 我们有 
A{u)B{u)h'{u) - ^(u)C(u) + h ~^-A'(u)B(u')^ & ⑻ + (雄 ))"’£> ㈦ = 0. 
因为 0 < /» - ib〆 < p, 所以，我们有 

A(u)\h{v), 

但这与我们的假设正好相反.因此， 


(乂 (《))>*_. 

引理5 设/3(卢 0) 是一个常数， A 和 . s 是整数,它们满足 3< A < p ,4<5< p . 
设 

c * = Cj ( ot ) = 4- c| l ^Q + • • • , t = 0,1, • • • ,5 

为 a 的多项式，不全为 0. 假设是一个 S 次多项式,它与《无关，且对于所有 
的 a 满足 

( co « 2 + ciu + C2 ) g \ u ) + ( c 3 w + c <) g (. u ) = c 5 (/?ti - a ) A . (10) 

则 〆 《)的每一个不可约因子都是 ecu 2 + ClU + c 2 的因子. 

证明如果 c 5 = 0,由引理3立得结论.假设 c 5 # 0,且令 

C 5 = <4。) 4- • • • + <4 fc ) a *， 〆 0，=0 (A < 0). 

在 （10) 式的两边，比较 a A +*->O =0, l ,2,3) 的系数，我们有 

(4 A+fc) u 2 ++ <4 A+fc) )y(u) 

+ (4" + *)«+ #+*))+) = (- i ) M fc) > (11) 

(4 A+ * _1) u 2 + c[ x+k - 1) u+ 4 A+fc_1) V(«) + (4 x+k_1) «+4 A+fc - 〜⑷ 

=(-l) A - 1 A/?4 fc) U +(-l) A 4 fc-1) , (12) 

(4 A + k - 2) u 2 + c n 4 >+fc_2) )〆 ㈦ + (4 A+fc_2) « + c ^ + k - 2) ) g ( u ) 
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=(- l ) A - 2 Q )/? 2 4 fc) « 2 + (- l ) ( A - 1 > A i 94 A： - 1) « + (- l )\4 fc - 2 )， (13) 

(4 A+fc - 3) « 2 + ci A+fc - 3 >« + + (4 A+fc - 3) « + c ^ + fc - 3 >) 5 ( u ) 

=(- i ) A - 3 (》y 4〜 3 +(-1) A - 2 

+ (-1 广 1 A /?4 卜 2) u + (- l ”4*- 3) . (14) 

显然， 4 A + fc ) , cl A + fc ) ，4 A + k ) 不全为0,设它们之中第一个不为 0 者是 ci A + fc ) (0< i ^ 
2) .将 （11) 式乘以 

J c w^+iti i+i + (-”'-< ())4 卜 V。+… 
+(- i ) A 4 fc - < - 1) )/(- i ) i < 4 fc) , 

并从 （12+ i ) 式中减去所得的等式，我们有 

P ( u ) g '( u ) + Q ( u ) g ( u ) = 0, 

其中 P ( u ) 是3次多项式，它的 J 的系数为 (-1)*^ J 少 +1 cf 〆 0.因为分⑷ 

的次数彡4,所以， s ⑷和 g '( u ) 必有一个非常数的公因子.又因为公因子与 a 无 
关,所以，我们一定有 C 5 = 0,但这与我们的假设正好相反 • 

引理 6 设/3(#0)为常数.设为整数，满足 

ft < p , 2 ^ /i < ^ ^ — 1 ^ X < p . 

设 C 7 = C ( a),K = AT ( a ) 为 a 的多项式, Q ( u ) = Q { u , a ) 为 u 和 a 的多项式.假设 
»(«) 是一个 «(< P ) 次的多项式，它对于所有的 a 满足 

C ( ug '( u )- 会咖))+ u ^ Q ( u ) = (/?u - a ) x K . (15) 

则 if = 0,且 u ^ g ^ u ). 

证明令 

V(«) - ^g(u) = u 〜 (u) + cy 1 + + 

这里 9( tt ) 为 u 的多项式，而 G 与 U 和 a 无关.由 （15) 式可得 
CiCm * 1 - 1 + ■■■+ C ^) 

=(~1 ) X K + … + V ) 
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CCi = (-1 )* +M “C Jy ^ -吧 i = 1，…， / i . 


如果 A ： 卢0,则 Ci ^ 0 ,i = !, ■ ■■ ，/ i . 因此 


CK - 1 = (- l) A+M_i CTi C 士 i)^~ ia 


但是这些等式不能同时成立，所以，尺= 0. 由引理4可知， M | g ( u ). 
引理7 设; 0(#0)为常数.设为整数，满足 

h<p, 3 ^ n < h + 1, 2 彡 A<p. 


设 

Q ( u ) = Q ( u , a ) = Qo(v) + Q\ ( tt)a + ••• + Q v {u)a u , 

其中 Q <(«)(* = 0, • • •， i /) 为 u 的多项式.设 

Ci = Ci(a) = c| 0 ^ + c\^a + • ■ • , t = 0,1,2 

为 o 的多项式，且 q 卢 0 .假设 〆 u ) 是一个 s (< p ) 次的多项式，它独立于 a . 对于 
所有的 a , 有 

(cou + ci )( ttg ’( u ) - hg(u)) + u^Q(u) = (0u - a) x c^- (16) 

则 C 2 = 0,且 «**| p ( u ). 

证明如果 C2 = 0, 由引理4可得结论.假设 C 2 /0 .令 
C 2 = 4的 + …+ c ^) a l , 必笋 0. 

在 （16) 式的两端，比较 Q ^0 = 0,1,2) 的系数，我们有 

(4 A+0 « + cn ，( U ) - Mu )) + = (- l ) A 4 l) » 

(4 A+, - 1) « + 七 + 卜 1 W ㈦- M«)) + u^Q x+ ， - 1 (u) 

=(-l) A - 1 A4 i) /?« + (-l) A (4 t ' 1) . 

必 +< - 2 、 +4 A+i - 2) )( 秦)- hff ( u )) +“…糾 ㈦ 

=(- i ) a - 2 (^)4 Vu 2 + (一 i ) a 4* 一 2) . 

显然， c ^ + i ) 和 c[ x+l) 不全为 0. 如果前者不为0,我们将第一个等式乘以 

((-1 广 1 W 〉伽 + (-i) A 4 ,_1) )/(-i) A 4°. 
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并从第二个等式中减去所得的等式.否则，我们将第一个等式乘以 

并从第三个等式中减去所得的等式.在两种情形里，所得到的等式均有形式 
P ( u )( ug '( u ) - hg ( u )) + u M Jt ( u ) = 0, 

其中 P («) 的次数为2.因为 m 彡3,所以 

由 （16) 式知， C2 = 0,但这与我们的假设正好相反. 

引理8 设和 t 为两个非零常数.设 \ fi , h 为< p 的正整数.设 （7 = 
C ( a),K = / f ( c ») 为 a 的多项式， Q ( u ) = Q ( u , a ) 为 u ■和 a 的多 项式. 假设 〆 u ) 是 
一个 s (< p ) 次的多项式，它独立于 a , 对于所有的 a 满足 

C ((« 2 + T ) p '( u ) - / mg ( u )) + ( u 2 + r )** Q ( u ) = (/?u - a ) x K . (17) 

则 ii ： = 0,且当 A > 2/ x 时，有 

(u 2 + t)**|5(u). 

证明令 

-Ziu5(ti) = (u 2 + T)g(u) + Jiu + f2W ， （ 18) 

其中 g ( u ) 是 u 的多项式，而 ii , i 2 独立于 a 和 u . 因为 



这里仍⑷是 u 的多项式，所以，由 （17) 和 （18) 式，我们有 
C(“U + ,2) =/f i —U 

① [¥] 和[引分别表示¥和舍 的整败 部分- 
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如果欠/0,则上式可推出 

M 2 = - (【E (-O+w- 2 *- 1 ) : 




但这是不可能的.因此 , K = 0,由引理4知， ( u 2 + r )#* J ff («). 
引理9 设 f(x,y) M K 上的 n 次多项式, 4彡 n < 设 


= /(at + a', 0 t + 0 ') — Ait*. 


设矩阵 


^n,0 

■^n.a' 

A n , P ' 


(19) 


的秩 < 3. 则由 《 上的一个非奇异线性变换，可将 f(x,y) 变为 g(^r ,), 后者或者关 


证明因为矩阵 （19) 的秩《3,所以，我们可以找到4个不全为0的 a , a ',0,0' 
的多项式 A t A \ B , B \ 使得 

AAr <a + A ' A Tl a ' + BA r ,0 + B ' A r , 0 ' =0， r = 1， …， n . 

因而 

AF a + BF 0 + A ' F a . + B ' F 0 . = K , 

这里 ii ： 是 a , a \ f 3,/3' 的多项式，因为 = tF a ., F 0 = tF 0 ., 所以，我们有 
{At + A ') Fa > + (Bt + B ') F P . = K . 

令 n 

f(x,y) = ^2 fi(x, y), 
i =0 

其中厶 (i = 0, ••• ， 71) 为 i 次齐次多项式.令 


(20) 


K = K 0 + K t + 
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A = Ao + A \ + • • • 4- A ' = A!q + A \ +. • • + A ' h , 

B = Bo + Bi +•■• + Bh , B 1 = Bq + B [ + • • • + B ' h , 

这里是 aoS / S , 汉的 i 次齐次多项式，而 A h , A ' h , B h , B ' h 不全为 

0. 

在 （20) 式的两端，分别比较 a , 的次数为 n + /»- l ， …的项，我们可得 

y~!【G^>-r+it + A' h _ T+ ^f n - ii0 >{at + a', /3t + /y) 

»=0 

+ (Bh-r+it + ^h-r+i)fn-i. 0 '{at + a', 0 t + 0 ')\ 

=K n +h-r-i, r = 0, •• • ,n - 1, (21) 


这里我们对于 i <0 定义士 =乓= y 4) = B ' j = Q . 
，则有 


P'u - a ' 

/3 u — a 


pt+/y = 


a '/3- a0 ' 
0 u — a 


因而 

fn - i(oct + a ', 0 t + ^) = C0t +《)”“/«-<(“)， 

其中 / n - i («) = fn - i ( u , l ). 从而有 


fn-i ia '(at + a , ,pt + /3 f ) = (所 + 〆)"— —VUtt) 

_ w-o/y)"- 卜 1 

fn-i,p^oct + a\ 0t + 0 , )=-(at + a , )(pt + -2 /A-i(«) 


+ (n-i)(/3t + /3 , )"- < - 1 /„_<(«) 

( a 1 3 - . 

{Pu - ( - 0) + ( n - *)/ n - i ( u )). 


代到 （21) 式中并乘以 { 0 u - a ) n , 我们可得 


ifl'0 - a/T)—，- a) r {[(A ； - B' h u){Hu - a) 

-(, A h - B h u )^ u - a ')) f ' n _ r ( u ) 

+ (n - r)(B ； (/3u-a)- B h ^u- a ， )j/„_ r ( U )} 

+ ir(/„(u), /», •• , /„- r+ l(u),/；_ r+1 («)) 

—("« — a ) n ^ n + h - r-i = 0, r = 0 ,…， n — 1， 


(22) 
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这里 L r 为 /„(«),••• ./；- r + l («) 的线性组合，其系数是的多项式. 
(22) 式是关于 or〆 , 汍#和 U 的一个恒 等式. 事实上,对于满足 a '0- aff 乡0的任 
一组值 a , c /,0, p \ (22) 式对于可能除外的所有的 u 均满足.因为 mp > n + 1, 
所以， （22) 式的左端乘以£^3 - 后恒等于 0. 齿为 aX 不恒等于0,所以, 
(22) 式必为恒等式. 

因为最大公因子 (/„(«), • • ,/；_ r +1 ( u )) 与 a 和々无关,所以，我们可以在 （22) 
式的每一项中均除以 (0 u - a ) r , 从而得到 

( com 2 + C1U + C2 )/ i _ r («) - ( n - r)(cou + c 3 )/„_ r ( u ) 

+ (/»，•••，/ A - r +1 ( u )) Q r ( u ) 

=( Ai - a ) n _ r ^ n + h - r - i , (23) 

其中 Ci 是 a , a ', p , P ' 的多项式，而 Q r ( u ) 是和 u 的多项式. 

当 r = 0时,我们有 

(Coli 3 + Ciu + C 2 )/ 二 (u) - n(cou + cs )/ n ( ti ) = (/3 u - a ) n K n + h - i - (24) 

不失一般性，我们可设 / n ( u ) = /„( u , 1) 为 n 次.于是，由引理5知，存在三种 
情形： 

1) fn { x , y ) = p{Xix + Hiy ) k (\ 2X + H2y ) n ~ k , ^ < A < n ; 

2) f n { x , y ) = p ( Ai * + Miy ) n ； 

3) fn { x , y ) = p {\ x 2 + /Mxy + vy 2 )^ 

不失一般性，我们可设 p = l,A = l . 在前两种情形里，我们作变换 ^ = X 1X + 
fj ' iy , V = A a x + H2V , 而在最后一种情形里，作变换 f = I + ^,77 = y . 于是，我们可 
将 Mx , y ) 分别简化为和(€ 3 +^/ 2 )^.因此，不失一般性，我们可以假 
设 fn ( x , y ) 为以下三种情形 之一： 

1) fn ( x , y ) = x k y n ~ k , ^< k < n ; 

2) fn { x , y ) = x n ; 

3) f n { x , y ) = ( i 2 + ry 2 )?，T /0. 

我们分别考虑这些情形. 

情形 1 /„(«) = u fc , ^ < A : < n . 

由 （24) 式， — 

fc ( co « 2 4- ciu + <^) = n(cou + C3 ) u . 


^ Xx^+^xy + uy 2 可以是不可约的，也可以是可约的. 
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因而， Co = 0,且 
代入 （23) 式中，可得 


Cq« 2 + C\U + C2 


n 

k C3U - 


^ c 3 ( u /A-» - - ^ n n r ) /n-t •⑷)+ (/» ， _•_ ， / n-r+l( u ))QrM 

=( 0u — a ) n ~ r K n + /,- r — i . 


(25) 


当 r = 1 时，我们有 


因为 

k( n — 1) < n 2 < p, 2 ^ fc — 1 < ―—— k + 1, fc — 2<n — 1 <p, 
所以，由引理 6 可得， K n+h ^ 2 = 0 且 


令 = / n ( l ,«),/*_,( u ) = /-_,(1, U ). 相似地,我们可得 

^Z* C 3 («/n-i(«) ~(n~ + (/: ⑷， /:’(u))QI(u) 

=(/ 3 u - a ) n ~ l K n + h - 2 - 

因为 K n+h . 2 = 0 和 W *- 1 1(/: ⑻， /:’(《))， 所以，由引理 4 可得 

因此 

fn-i(x,y) = X h ~ 1 y n ~ k ~ 1 (px + <ry). 

由变换 x = ^ - ^,y = T ]~ 我们可将 /( a ：,!/) 变成 g (^, 77 ), 后者不包含 

n - 1 次项. 因而，不失一般性,我们可设/ „_!(«) = 0. 

现在设 

«* _8+1 !/„_,(«), » = !,■■• ,r - 1, r < ^, 


于是，有 


« fc - r+1 |(/n(ti),--,/A_ r+1 («)). 
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因为 

k(n - r ) < n 2 < p , 2 ^ k-r + l < —^ T k + 1, k - r < n - r < p , 
所以，我们可将引理 6 用于 （25) 式，得到 

« fc - r+1 |/n-r(«) 


或者 


x*- r+ 1 |/ n _ r (x,y). 

因此，当 r < | 时, A - 〆 ％!/) 关于 y 的次数< } 由此可得， f ( x , y ) ^ y 的次数 
n 2 2 

^ 2' 

情形2 /„(«) = u n . 

由 （24) 式 


CoU 2 + Ci« + C2 = (co« + C3)U. 


因而， （23) 式变成 


(°0«+ c 3 )(«/；_ r ( u ) - (n - r )/ n _ r ( u )) + (/„(«)，•••， /；_ r +1 ( u ))<? r («) 
=(0u- a) n ~ r K n+h - r ^i. 

首先，假设 c 3 / 0 .设 

« n - a |/ n - a («), s = 0, • • • ,r - 1, r < ^. 

于是，有 
因为 

n-r < p , 3< n - r < n - r + l , 2 < n-r < p , 

所以，我们用引理 7 可得 


« n_r |/n-r(u) 

或者 

x n ~ r \ fn - r ( x , y ), r < 

因此， f { x , y ) 关于 2 / 的次数 
其次，假设 c 3 = 0 .设 


(26) 


2s |/»- •⑻， 


s = 0 ,… ,r — 1. 
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于是，有 

w +1|(/n ⑷ … ， o)). 

当 7" < | 时，由 （26) 式可得， A： n+h _ r _ a = 0. 由引理4知 

« n ~ 2r |/n-r(«). 

因此， / n _ r ( x , y ) 关于 W 的次数彡& 

情形3 /„(«) = ( U 2 + T ) 癸. 

由 （24) 式， 

nu ( c 0 « 2 + ciu + c 2 ) = n ( u 2 + t)(cqu + C3 ). 

因此,我们可以找到一个依赖于 a , o /, 13, 13' 的常数 C , 使得 

CQU 2 + Clti + C 2 = c ( u 2 + t ), CoU + C 3 = cu . 

代入 （23) 式中，我们有 

c (( ti 2 + T )/ i _ r ( ti ) - ( n - r )/„_ r ⑻)+ (/„(«),••• , ZlU r + i ⑻)⑻ 

=(^u a) n r K n + h - r — i - (27) 

当 r = 1 时，我们有 

( u 2 + t0 卜 1 |(A(H r+l( u ))- 

因为 

n - l > l , re - l >2^- l ), 

所以，由引理 8 知 
因此 

fn-i(x,y) = (x 2 + ry 2 ) ^~ l (px + oy). 

由变換 x = ^+|,y = T , + |, 我们可将 /( x , y ) 变成 g ^, V ), 后者不包含关于 ㈠ 的 
n - 1次项.因而，不失一般性，我们可设 /„_,(«) = 0. 

当 r = 2 时，因为 

/«(«) = (ti 2 + r)t, f n _i(u) = 0, 


所以，有 


(« 2 + /；(«), ••, /„-!(«), / ； _!(U)). 
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又因为 

所以，由引得8知 


n — 2 > 1, n-2 = 2(^- 1 )， 
(u 2 + r)^ _1 |/n- 2 («)- 


因此 

/n-a(a：,») = J(« a + T ) ?-1 > 

将 / n ( x , y ),/ n - l ( x , l /),/ n -2( x ,») 的表达式代到（加）式中，比较两端关于 C 
项的系数，我们有 

nA ( a 2 + T0 2 )^~ 1 a + n 0 r ( a 2 + t0 2 )^~ 1 /3 = O , (28) 

峰 V + rf) 卜 2 ((。 2 + r 沪 ) + (n-2)a 2 ) 

+ ff [ p ? + T /3 2 )* -2 ( n - 2) ra /3] + nB [- ■•) 

+ nA \ a 2 + rp^^a + nB ^ a 2 + Tp 2 )^~ 1 0 = O , (29) 

+ 汉 2 备 (a 2 + + (n-2)l(a 2 + r/3 2 )^ 2 a] 

+ S [f {°^ ( ° 2 + 部， + 2a， ^^ a3 + 娜， 

+ ^^(a 2 + r/3 2 )9-^J + (n-2)Z(a 2 + rf) 卜 2 /?] 

+ nylV(« 2 + r0 2 )9- 3 (a 2 + r0 2 + (n-2)a 2 ) 

+ / T ( a 2 + r /3 2 )9- a ( n - 2) ra /3] + nB ' {- --] = 0. (30) 

我们需要注意的仅仅是，第一和第二个等式关于 cx ， oc '、0，0' 是齐次的， （28) 式 
乘以 fzW + T 沪广 1 后，再将它从 （30) 式中减去，所得的等式关于 a , a ', 0,0' 
也是齐次的.因此，除去公因子 I ?之外， A , A ', B , B ' 为关于 a , a ',/?,/?' 的4个齐次 
多项式.因为由 （20) 式可得，公因式 I ? 一定整除所以，不失一般性，可以假设 
D = l . 因此，在 （21) 式中，我们必须取 

Ak-r+i = Bh-r+i = >lfc_ r+ i = B' h _ r+i = 0, * < r. 

于是，在 （23) 式中，有 Q r { u ) = 0. 从而，我们有 


c((u 2 + r)/^_ r (u) - (n — r)u/„_r(u)) = (/3u - a) n ~ r K n+h - r ^i- 
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如果 n-d, 由引理8知， /fn+A-H = 0. 如果 2|n-r, 因为我们能取分= 2 ^， 
所以，由引理4可得 

(tl 2 +T) 〒 |/ n - r (U). 

如果 2 f » i - r ， 因为我们能取 M = + 所以，由引理4,我们可 

得 

(« a + r)l a i £ l +1 |/ n _ r (u). 

在第二种情形里， /„_ r («) = 0. 因此, f(x, y) M. x 2 + ry 2 的多项式. 

引理10 设 f(x) = ao + a\.x + ■ • • + OnX n (an / 0) 为 k 上的多项式.则有 


y^ e 2«ig[/(x)i/p _ oip^ 1- ^), 


(31) 


这里 a ： 过《中的所有元 • 

证明令6为《关于素域77的生成元.于是, / c 中的每个元 z 可以记作 


因此 


® = «0 + aj + …+ a * e II. 


^ e 2« i 5[ a*]/p - ^2 ... ^2 


^2*1(005(0]+ •+a m -,S(ae"'- l ])/p 


I P m , 如果对于所有的 A :, 有 S [ a 0 fc ] = 0, 
\ 0, 其他 • 


进一步地，对于所有的 fc 有 S [ a ^ fc ] = 0,包含了 a = 0. 事实上，对于所有的 x€K, 
我们有 S [ ax ] = 0.如果 a / 0,则对于所有的 : r e «,有沒 ㈤ = 0,但这是不可能的. 
因此 


2r 

. . . ^2 y~] e 2itiS[bix+ - +b n x n ]/p 

biSK 6 n €K xSk 


E … E E … E A p mn =«! p 2mn , (32) 


这里 △ 表示求和条件 


H - + «n = 1/1 + • • • + 1/ n , 


x ? + --+^ = yr + -.- + ^. 

变换 i = A〆 + m(A € k , 只 € «, A / 0) 可将 （31) 式变到 （32) 式中至少 pm(pTn 一 1 ) 
个不同的项.事实上，如果 n 


/(Ax + m ) = f(x), 
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nA n- 1 ^Q n + A n_ 1 a„-i = n 

第一个等式定出 A , 它有至多 n 个解.第二个等式唯一地确定 
至此，引理10得证. 

定理1如果 f ( x , y ) 是《上的 O 4) 次多项式， f ( x , y ) 不等于《上单变量 
的 n 次多项式，则有 

e 2niS!/(g,»))/p — 

* V 

这里： t ， y 独立地过 / C 上的所有元. 

证明 1) 假设 /(at + a ',0 t + 0') 的任意4个系数的 Jacobi 行列式关于 
恒等于 0. 由引理9知，用《上的一个非奇异的线性变换，可将 f ( x , y ) 
变为5(€,»7),后者或者是一个关于 r ? 的次数< | 的多项式，或者是一个 C 2 + W 
的多项式. 

在第一种情形里，令 


5( 《，叻 = 9 k { 0 v k + 办 + …， 外 (0 #0， 
由引理10可得 




EE - 


^2 ^ e 2niS[9(4,»j)]/p | 

),(<)9<0 V 




^2 y ~^ e 2> rf s [ g (€，》?) i / p | 
I Bit (1)=0 ^ 

+ o ( p m ) 


=0{ p m p m ^-^) + 0( p m ) 

=0( p -(2-^)), 


除非 5(4) v ) 不包含小 

在第二种情形里，我们有 


W e 2»iS[/(z,»)]/p = 

I 

e 2»isiff« a +T»j 2 )i/p 

* V 

€ *? 
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^ y ' e 3mS[g(i+rr,)]/p 

I € ^ 

+ 5^ H (-) e 2n<s ^ (s+T,J ^ /,> j 

+ ¥ 淵 G)— I ， 


^2^2 (呈) e 2 ni ' s b (« +r, »))/» 


其中 


( 9 ={ 


l , 如果 $ 是 《 中某个元的平方， 
-1, 其他. 


如同第一种情形一样，我们可以证明前3项中的每一项都为 0( p < 2 - h ). 又 

阵冬 ⑴ ew I 

= |E ， E ， (i) ⑼ e 3)d 躺 ( 1+T ”) 叫 + 0 ( p m ) 


= | lZ ， lZ ， (^)””叫 

=0( p TO (3 D ) ①， 


+ o ( p m ) 


这里表示 t 过 K 中所有的非零元. 
因此 

|^^ e 2« iS [/(*,, 


= 0( p m ( 2 -»>). 


2) 假设 f(at + a\pt + p ')- f ( a ',0') 的某4个系数的 Jacobi 行列式不恒等于 
0. 设它为 

J = J ( a , a \0, iy ), 

又设关于 /?' 的最高次项的系数为 J 0 = J 0 ( a , a ',/3). 

显然，有 

( p 3m - 0( p 2m ))| [ [ e 2 ni 5[/(*, u)]/pl 


①因为有限域的非零元关于乘法构成一个循环群，所以，假定和# 0,容易证明(幻0 = (§). 
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=S5Z 15ZH e - MS [ f ( a x + Q \0 X + n )/ p | 2n (用引理 2) 

n a I t. A' 


=EE E EE 


^mS[f(ax+a' ,Px+P')]/p 


+ ^2 e 2 * iS l /(a * +a， ' 0x+ ^ )l/p 

,o 1 I 

^ 2 2n-l^^ ^2 I ^ ^ e 2«iS[/(a*+a , ,/»*+/S , )J/pj 2n 

… ， 1 /；o 1 ! 

/n#0 

+ 2 2 n - l ^^ I ^ e 2 * i5I/(al+a，l/Jl+/J，))/p | 

Q Q， »4^0 f：0 X 

/n 利 

(用 Holder 不等式） 

^2 2 n -1 p ,n ( 2n - 1 ) ^ I 5^ e MS ^ ( - ax+a， ' 0X+P ^^ p I 

da ' 0 B ' ' x I 

oJo^o JtiO 

+ 0( p m ^ 3+2 n (1- " W ) 

(用 Holder 不等式于第一项，用引理 10 于第二项） 

— p m (2 n - l)Q . . .y^ I e 2m5[A„i B +-+Anl/p| ^ 

+ 0(pm (2n+l) ) (用引 理。 

（ 用 （32) 式)， 


其中 fn [ x , y ) 表示 J ( x , y ) 中的 n 次项 之和. 

因此 I r 

e anig[/(»,»))/p = o(p m(4n_4) ). 

从而有 

y^y^ e 2niS[/(x,v)]/p = 0(p"»(2 - 蚤 )）. 


附录前面的结果在条件 n^4 之下成立.在附录中，我们将证明,对于71 = 2 
和3,结果也成立.我们甚至还有更强的结果，即 

定理2设 / Or, y) 为《上的一个3次多项式，它不等于一个单变置的3次多 



关于一个二重指数和 


217 - 


项式，则有 


0^2-2)) 

* V 

这个定理启发我们，一些已经得到的结果可以进一步地改进，而这确实是可 


引理11 令 


i=l j=l 


(°*J = °j,i) 


为整系数的二次型.设则有 




证明考虑由 modp 的剩余类所构成的域 77. 众所周知，存在着/7上的一个 
非奇异变换 r 

Xx = i = i ，..-， r i 

它将 0 变成标准形式& Aid . 因为 

i=l 

| c<jl ^ 0( p ), 

所以，易见当 ; r<(i = 1, …， r ) 独立地过 modp 的完全剩余系时 ， y<(i = 1,…， r ) 亦 
然.因此 

S= ^il … 1 fl e^ l(A,v ? + ' +XrV * ) 

»J=1 »r=l 

»1=1 Vr=l 

因为 \ … A r = Alcijl 2 , 所以，我们可得引理. 

引理12①如果 a 属于则有 


^ e 2*iS[axV P = ei -(V) 2 p ? , 


①这个公式是 Davenport 和 Hasse 的一个结果的推论.然而，我们不借助于他们的结果而给出了本 
引理的详细证明，因而本文是自封闭的. 
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其中= +1或 -1, 依方程 re 2 = u 在 K 中有没有解而定，而<=士 1) 仅依赖于 
域 K. 

证明 1) 假设= 1. 不失一般性，我们可设 a = 1.因为《中的每个元 a : 
都可写作 

a: = ao + aitf + …+ 〜一 ：^"* -1 ， Oj 6 77, 

所以，我们有 


- - E M E 5 >响叫， 

* oo=l 0„_|=1 、 r=0 i+j=r J 

这里 e p (u) = e^/P. 

2 (m-l) 

E 的行列式为 

r =0 i+j=r 


= 


m 8] 

Sl «2 


其中〜=俨+吖 + .. + ^_ 1 ( i / = l ,...， m - l )，0 1 ，…，为 0 的共辄元.因 
为0，心，…，互不相同，所以 


|5[^ +J '- 2 ]| 


9 9 X 
9 m ~ l e^~ x 


^ m -1 


1 9 … 

i di … e ^- 1 


I 1 Om-l ••- C 二 i 

=n mi? 

=4 #0. 


因为 pf 八所以，由引理 11 知 

Y^ e ^Sl^]/p = i»n(W p ? ⑼, 
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因为左边和 (-) 都与生成元0的选取无关,所以， e 仅依赖于 

2) 现在假设= 二1 .当: r 过《中所有的非零元时，: r 2 过所有非零的平方， 
而 ao ; 2 过所有非零 5] 非平方.因此 


e 2*i5[ai a )/p ^2 e 2wSl**I/p _ 2 ^ 6 加 . 


从而有 


^ e 2»iS[ai a ]/p = _ ^- e 2»iS[* a )/p = £i m(iSfl) a ( 兰 ) 

引理 13 设 

4> = ax 2 + 2hxy + by 2 + 2fx+ 2gy + c 
为《上的多项式 ， A = h 2 -ab^0 . 则有 

s = = (X* | c+ yl±^iMj) , 

其中 e p (u) = e 2reiu /P. 

证明我们设 a / 0 . 记 

v , h ，/ v a 9 - h f 

X = x+ - y+ -, Y = y -— K ~. 

由引理 12 可得 

5 =E Z e » ( g [ aX2 - f y2 + c + 6/2+ a9 l ~ 2/gfe ]) 

i-( Wph i-(^) s p? 


p (5 c 


u bf 2 + ag 2 — 2 fgh 


])■ 


这里用到了 

ax 2 + 2 hxy + by 2 4 - 2 fx + 2 gy + c 


卜 


ft/ 2 + ag 2 - 2/gft. 




. 220 - 


华罗庚文集 


因为有限域中的非零元对于乘法构成—个循环群，所以，易证 

⑴ © = (?)，㈢ r (十) . 

因此 

o' (卟 ， n 

同样的结果对于6 / 0也 成立. 现在设0 = 0, 6 = 0. 于是,/I〆0且 

s = 52 e p(. s i 2fix y + 2 / x + 2 9v + c l) 

* v 

= 5T e p (5[2 卯 + cl) 5； ^(5((2^ + 2f)x]) 
v * 

=P m ^ 4(5[2抑 + cj) 

2hy+2f=0 

”'( s h ¥]). 

定理的证明令 

S = E5>(5[/(x 屬 

x v 
和 

/(x, y) =ooi 3 + a\x 2 y + a^xy 2 + a^y 3 + box 2 
+ b\xy + b^t/ 2 + cox + c\y. 

首先，假设除去一个常数因子外， oox^an^ + arf + agy 3 为一个完全立方. 
不失一般性，我们可设 ai =a 3 = a 3 = 0 . 如若不然，我们用一个简单的变换，可以 
将 f(x， v ) 约化为这种形式.于是 

S = y^y~^ e p (5[oox 3 + box 2 + b\xy + b 2 y 2 + CqX + Ciy]). 

* v 

如果 6 2 = 0,则卜和 d 不能同时为0,因此， 

S = ^ ^2 ep(5[oox 3 + box 2 + cox + (6i®+ ci)y]) 

fcl*-4-ci=0 货 

o(p m ), 当 h/o 时， 

一 \ 0, 当 fci = 0 时. 
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如果 &2 / 0, 不失一般性，我们可设心 = 0. 如果 h / 0, 我们用变换 X =x,Y = 
bix + fey, 可将 f(x,y) 约化为一个没有 : ry 项的多 项式 . 因此，由引理 10 和 12 知 

5 = [ e p (S[oox 3 + box 2 + coi]) [ ep( 5 [ 62 j / 2 + ciy]) 

I V 

= 0 (p m( 1 - 去 )) 0 (p?) = 0 (p m ( 2 - 金 )） 

= 0(p m( 2 -3 ) ). 

其次 , 假设 o 0 x 3 + a,x 2 y + o 2 V+a 3 y 3 不为一个常数乘上一个完全立方.则有 
I 5 ! 2 ej,(S[ao(xl - xl) + ai(zfyi - x\yi) 

Xq ill V 2 

+ o 2 (xiy? - x 2 yi) + 03 (yf - Vs) + fco(x? - x\) 

+ h(xiyi - Xiy 2 ) + 62 ( 1/1 - I/I) + Co(®i - x 2 ) + Ci(yi - y 2 )]). 

令 

Xl - X2 = 2^1, Xl + X 2 = 2^2, 

Vi - 1/2 = 2 t ； i , yi + y 2 = 2 rj 2 - 

因为 

- *2 = 26(3^+^), X 2 1 y l ~x 2 2 y 3 = 277,(^ +^|) + 等等， 

所以，我们有 

l 5 l 2 = EEEE e P (5[2 ao 6 ( 喊 + 社 ) + 2 ai ( 吼(社 + 这 ) 

(i Hi V7 

+ 26?2»?2) + 2a 2 (€i(»?i +V 2 ) + 2 ” 1 % 《 2 ) + 2 a 3 » 7 i (3 tj| + r)\) 

+ 46oCi$2 + 261 (^ 1 % + 4a»7i) + 4^2^% + 2co4i + 2 ci» 7 i]) 

= (33) 

ti Vi ?a »» 

其中 

♦ =(6aoCi + 2ai77i)^| 4 - 2(2a^i + 202 ^X 2 % 

+ ( 2a 2 6 + 6 a 3 T ； i ) j /| + 2(26 o《i + 61VOC2 
+ 2(6igi + 2i)2»7i)% + 2aofi 4 - 2ai$fj7i + 2a 2 《i»/? + 2a 3 r/J 

+ 2 Co^l 4 - 2 ci7Ji. 

令 

△ = ^(?> 7 7 ) = (2oi^i + 2 a 2 T]i ) 2 — ( 6 ao 4 i + 2oit ； i)(2o2^i + 6a3T^) 



• 222 


华罗庚文集 


=4(af — 30002)^1 +4(ai02 — 9aoa3)Ci»7i + 4(a| — 3ai<i3)f??. 

A(€,»7) 不恒等于 o. 如若不然，我们一定有 

of - 3aoa 2 ， aia 2 = 9aoa 3 , a| = 3aia 3 . 

如果 oo = 0, 则 ai = 0, o 2 = 0. 于是 ，aoi 3 + a x x 2 y + a 2 y 2 + = a 3 y 3 , 但这与我 

们的假设相矛盾.如果 ao 〆0,则有 




_ QiQ2 
9ao 


_aL 

27a§. 


于是 


oqx 3 + aix 2 y + a 2 xy 2 + a 3 y 3 = ao ， 

但这也与我们的假设相矛盾.于是，显然 

A = A(^,r?) = 0 

有 0(p ro ) 个解. 

由 （33) 式， 

\s \ 2 = EEEE epWD+EEEE 知(聊 

6 do 6 ” i 0 % 

= Si + S 2 - 


由引理 13 知， 

ep(^S |^2oo^ + 2ai^rji + 2a 2 ^iVi 

+ 2^, + 2c,,, + ||^1]) 

=p m 5Z 5Z (今) ep (沒 [ 2a °^> + + 2 a 2 ^irji 

迄 1 <1^5*0 

+ 2 co ^+2 c lVl + :((【:))])+ 0( p 2m ), 

其中 

H - ( 2 a 2 ^i 4 - 603771)(2606 + 

+ (6ao^i + 2 oit^)(6i$i 4 - 2&2»7i) 2 
— 2(2bo^j + 6i»?i)(6i《i + 262 »?i)(2oi^i 4 - 2a2»ji). 
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取 Cl = =态”，我们有 

Si = P m， E E (^^)«(200 + 2 叫 + 2 吻 2 + 2 咧 3 ) 4 3 

十卜—語^卜， （ 34) 

这里用到关于^ = 0的项的求和为 0(p2 m ). 

如果 2C0 + 2 Cl>? + 恒等于0,则我们有 

△(M) 

|5i| 2 <2p 2m p m ^2 | ^ ； e p (5[(2ao + 2a xV + 2^ + 2a 3 T? 3 )€ 3 ])| +0{p im ) 

=o(p 3m E|E^« 3 i)f) +o(P 4m ) 

=o (p 3m EEE 4 ( 鱗 ? - 4i)]>)+o(P 4m ) 

=o ( P 3m ^2 Z) p m ) +°(p 4m ) 

Ai 

=o(p Sm ). 

miit ^ 

s l = 0 {p a ^). (35) 

如果 2co + 2 Cl 77 + 不恒等于0,则方程组 

c 3 (2ao + 2aiT? + 2a 2 »7 2 + 2 o 3 t; 3 ) = A, (36) 

c (2 co + 2 c ^+|M^ =B , B^O 

有 0(1) 个解.事实上,通过消去 C , 我们有 

B 3 (2ao + 2oitj + 2o2?J 2 + 2a3Tj 3 ) = A (2co + 2ci7j + :::，:} ). 

因为 2a 0 + 2a 1 7 ? + 2a 2 » 7 2 +2o3» 7 3 不为一个常数乘上一个完全立方,所以，上面的等 
式不是恒等式.因而，它关于有 0(1) 个解.而 C 是由 （36) 式中的第二个等式唯 
—决定的，因此, （36) 式关于7/, c 有 C>(1) 个解. 

由 （34) 式， 
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5 i = P m E E e p ( s [(2 ao + 2 a lV 

+ 2a 2 ” 2 + 2a 3 T? 3 K 3 + (2co + 2cm + 2^)^] ) + 0(p 2m ), 

2co + 2 Ci t,+ 


因此 


|5 j | 4 <8 p 4m+3m ^2 ^ «( 2a ° 4 

△u 孓 >—o ^ 


+ 2a s »? a 4 - 2a 3 J/ 3 )€ 3 + ^2co + 2cirj + ’ 祟 )$j 

2co + 2ciT?+ f(M) ^ 0 - 


• 0( p 8m ), 


从而，由引理 11 可得 

(p m - l)|5i| 4 <8p 7m 53 5Z |c 3 (2ao + 2ai” + 2a 2 f? 2 + 2 o 3 t> 3 )C 3 

c5o A(l.q)l >0 5 


+ c( 2co + 2 ci »7 + 


(2co 


A(1,t,) 


沖 r- 


o { p 9m ) 


+ 2ci»7 


H(l，”) 

"A(M) 


， 0 ) 


=o(p 7m SEE e “ 职 3 + 叫 〕 + °^) 


= o ( p 7 V m ) 

= o ( p llm ). 


由此可得 


5i=0(p^). 


现在让我们来估计 S 2 . 因为厶⑷》?〉= 0有 0 [ p m ) 个解，所以，我们有 
S 2 = o ( p m max ^^0 EE ^ wd + p 2 "*)- 


(37) 


因为 ao + ai»j + a 2 ^ + a 3»? 3 不为一个常数乘上一个完全立方，所以，沴中 铨 治 
的系数不能同时为0,除非& =叻= 0•因为 △ = 0,所以,铨和召的系数不能全 
为 0. 因此，由引理12知 
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S 2 = 0(p m p m p^) = 0(p^). (38) 

由 （ 35) 式（或 （ 37) 式）和 （ 38) 式，我们有 

|5| 3 = 5i + 5 a = 0(p^). 


从而可得 


5 = 0(p 乎 ） = 0(p tn ( 2 _i)). 



Vinogradov 中值定理的改进与应 用 ® 

华罗庚 

1 .导 言 

在1940年，我证明了② Vinogradov 关于 Weyl 和的估计主要依赖于我称之 
为 “Vinogradov 中值 定理” 的一个结果.本文的目的为改进这个中值定理.由于 
Vinogradov 方法似乎已达到了最后阶段，所以任何关于指数常数的改进都是值得 
考 虑的. 更确切地说，在本文中，我将建立一个中值公式，用它我们可以得到关于 
Waring 问题、素数分布等问题更为精确的结果.这里用的方法似乎比 Vinogradov 
原来的方法要简单得多. 

我们证明的 Vinogradov 中值定理的形式为下 定理： 

定理1 命 P 与 T 为整数及 P > 2,及命 



/(*) = akx k + •••4 - aix. 

(1) 


G fc = G k (P) = e 2 _. 

T < x 4 T+P 

(2) 

则当 

s ^ ]k(k + l) + lk 

4 

⑶ 

时，我们有 

^ •^ 1 | G fc ( P )| 2 * dai - da 2 

<(7 s ) 4 i , ( logP ) 2, P 2a ->* (fc+1)+i , 

⑷ 

此处 

S=^k(k + l){l-l/k) 1 . 

(5) 

从算术上讲， （4) 中的积分等于方程组 



if + • • • +1, = I/i 4 - ■ • • + (1 < /i < A:) 

⑹ 


① 1948年7月21 日收到.发表于 Quart . J . Math ., 1949, 20: 48-61. 

② 华罗庚.堆垒素数论.这本书己于1940年由苏联科学院接受出版，但由于战争关系而延迟了 出版. 
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的解数,此处 

TKXi . yi^T + P . 

置不=而 - T,yi =沾 - r , 则由 （6) 得 

+ T) h = ^2(Yi + T) k (1 < ft ^ fc). ⑺ 

<=i «=i 

将 ft 次幂展开，我们见到方程组 （7) 等价于 

乞乂卜 fyt (i^h^k), ⑻ 

i=l »=l 

此处 o < x ^ Yi ^ p . 这表明了⑷的左端的确独立于 r . 

由于 Vinogradov 的文章与我的书都是用俄文发表的.所以本文将从头讲起. 


2 .引 理 

引理1 命（？ = /^,丑>1,丑>1及命17 1 ,..,卯为适合 

1 < 5i < 92 < • • ■ < 9k H, g u - g v -i > 1 (9) 

之整数.对于每一个 "(I < < A:), 命〜 为一个位于区间 

—uj + (g„ — l)il < x „ ^ —to 4- g v R (0 ^ w ^ Q) (10) 

中的变数.这种 *!,•••,a: fc 整数组，使 

4 ( 11 ) 

之值分别位于长度不超过 g h - J (l <h^k ) 之区间之个数小于或等于 

(2kH)i k< - k ~ 1 K ( 12 ) 

证明命奶，…，办与的，… ，办 为满足引理要求的两组 整数； 命 

«fc = X ^， s ’h = X^， 

及命 <r/i 与4分别表示 xi , • • - , Xfc -% yv，2/fc 的 h 次初等对称函数，则由（10〉 
■ fc 

|«h| ^ X) 1〜产彡 kQh ' l s，h l < fc Q h (13) 
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(14) 

由假定得 

1 朴 (W*). 

(15) 

由 (15), 我们将证明 


Wh - <Jh\ < ^(2kQ) h ~\ 2^h^k, 

(16) 

从而 

|«T h -(ri| <(2fcQ) h - 1 , 1 < /i < A:. 

(17) 

由于 <T2 = ^(«i - *2), 所以由 （ 13) 可知 



las - <Tal ^ ^{l«i ~ s， il(l«il + Mil) + 2 I s 2 - s al} 

<^(2* + 1)0^5( 2 ^), (18) 

因此 （16} 对于 h = 2 成立.我们用归纳法并假定 （16) 对于 2 ^ h ^ t - l 成立 •则 
由 (13), (14)， （15) 与 （16) 可知，当 1 < * / - 1 时 

WuSt-u - <1°■•/ - + l ^ llsi-M - S ' t _ u \ 

4 寧 + e)} <r, 

< (1 + ^(2* 广 1 fcQt - 1 . (19) 

由对称函数一条熟知的定理得 

St — <TiSt-l + O^St-i — • • • + (― l) 4 t<7t = 0 (20) 

与 

a t ~ CT i a t-l + a 2 a t~2 — ••• + (— = 0. (21) 

联合（19>， （20) 与 （21) 得 

kt -^| ^ (1 + 2 * + & ㈣ ( 2 * 广- 1 )。卜 1 

[l + 2 *： + ^{(2fc) t - 1 - 2fc}/(2fc-l)] Q 1 - 1 

4 { 1 + | fc+ |聊，(2* _ 1)} 。卜 1 
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^?(2fc) t - 1 Q t - 1 . (22) 

4 

由于 2k/(2k 所以当 |X| < Q 时得 

|(X - a：i) • • • (X - xfc) - (I - 約) • • • (I - y*OI 

<Ei^- £ ^n A 'i fc " h 

fc=l 

<{ 1 + ! E ( 2fc ) h_1 }^' 1 

4 1 + M^) mri ~ 1} } Q ^ 

<(2feQ) fc - 1 , (23) 

但是当 j / = 1， 2, …， fc - 1 时 ，I 讲-知 I 彡丑， 所以若在 （23) 中置 X = Vk . 则得 
« fc_1 |yjb-*iK(2fcQ) fc - 1 . 

因此适合我们定理要 求的; Cfc 的个数不超过 (2kQ) k ~\ 其次,对于固定的办，数 

x? + • • ■ + x£_! {l^h^k-l) (24) 

分别位于长度最多为 ^h^k-1) 的区间中，这就归结到引理的准确形式, 
其中用 A - 1代替 it. 当 fc = 1时，引理显然成立，我们假定它对于较小的 fc 成立; 
则满足条件 （24) 的整数X!,- - .Xfc-J 的集合个数不超过 

所以满足条件的整数组的个数小于或等于 

{2(fc- l)H}i(*- 1 » fc - a J(2*:i/) fc - 1 < (2紐)沖 -0. 

引理2 命 c>l, 则在引理1的同样假定下，整数组幻,"•，办使 
if + …+ 4 (l^h^k) 

分别落在长度不超过 cQ (1 -i )fc (l ^h^k ) 之区间中者之个数不超过 

(2c) k (2kH)^ k -^Q^ k ~ 1 K (25) 

证明我们将第 h 个区间分成 


{cQ^-^/Q^ + l 
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部分并应用引理 1. 由于 

JJ{(cQ h(1-ll/fc) /Q h-1 ) + 1} < JJ( 2c( 5 h(1_1/fc>_(h_1) ) = (2c) fe O^ (fc_1) , 

A =1 h=l 

所以最多只有 (2c)*gi( fc - 1 ) 个子区间的集合，其中每一集合均适合引理1的假设. 
所以每一集合中最多只有 (2kH)^ k -^ 个解，引理证完. 

引理3 若整数集合（仍，…，办)，此处1 <恥< 中至少有 fc 个，例如 

9h> - ,9j k 满足 

9j. +l ~9j v > 1 (I<v<* ： -1 )， （ 26) 

则称这一集合为“佳位”集，非佳位集的个数最多为 

6!3 6 //^*. (27) 


证明我们按照 gi, ■■- ,9b 的大小，将它们排列成递增序列 

1 < < <72 < • • • < P6. (28) 

并置 U = gl +1 - g' v . 若这一集合是非佳位的，则至多只有 fc - 2个/ 满足厶 > 1. 

现在考虑正好有 (7(0 < cr < fc - 2) 个/满足 A > 1之诸集合,这 (7 个/的不 
同位置之个数为 f 6 " 1 ). 由于0 < 九彡 H - 1及1彡 W < if, 所以不同集合的个 


数最多为 




因此非佳位集合的总数 


< [ : 0 H a + 1 2 b - 1 ~ a ^ (1 + 2) 6 - 1 //*- 1 < 3 fc / f fc_1 . 
o=o 、/ 

由于对应于 (g,9b) 的集合（仍， •■• ，仍）的个数为6!故得引理. 

3.递推公式 


定理 2 命6为-个整数勹 *= ㈣ + 及”为不超过 

t log <3/ log 2 (29) 


的最大整数，则 


厂 … /'^(Q^dax - da* 

Jo Jo 
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<(76) 46 max(l,T? 2 )Q 2fe_ * (fc+1)+2(6_ * )/ * 

x / …乂 1 |C fe (g 1 - 1/fc )| 2(6 - fc) dai --da jfc . (30) 

证明⑴在定理1中，我们定义 

C k ( Q ) = eW( *)- 

T<x^T+Q 

由那里的注记可知不失一般性，我们可以在今后假定 : T = 0.假定77彡 2 及 S 为一个 
满足1 < s < 1的整数，我们将 Ck ( Q ) 分成 2* 个部分,每个有长度 A, = Qr: 

C *( Q ) = f ； E 

9=1 (g-l)R.<x<gR, 

= (定义). 

9=1 

命 Z = {C*(Q)} 6 , 则 

2* k 

Z = Y t Z 3 gi --- Z ag „ (31) 

此处 £ 表示一个项数不超过 M 的和（在本文中，我们恒用这一记号).我们还用缩 
写记号 

= ^a\gi, -,g b = Z lgi - - - Z sgb - 

具有佳位 9 i ,--, 9 b 的那些 Z aigu ..., gb 称为佳位和，并记为 Z〗. 由引理3可知 
非佳位和的个数不超过那些非佳位和 z s 再继续分解，即将每个因子 
分为两部分.从而由每个非佳位和我们得到2 11 个形如 Z a+1 的和 Z s . 由所有 
非佳位和厶得到的佳位和 厶 +1 的个数显然不超过 

6!3 6 2 «(*-1) . 2 b = 桃 1 ^*- 1 ), 

若这样获得的和 Z s+1 为佳位者,则记为 Z' a+l . 如上方法，我们再分解其余的和.由 
于 A 总是非佳位的，所以我们总可以开始进行分解.对于 S = 1，…- 1,重复这 
—步骤，并用 g 表示所有那些由非佳位的获得 的％， 于是得到 

TJ M, 

^ = (32) 

8=1 

此处 M a = 6!6«2 s ( fc - 1 J. 
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㈤由 Schwarg 不等式得 


\cm 2b =\z\ 2 < | Esf < E 抑 2 . (33) 


假定 《U < a < »; - 1) 的仍，…，办适合 （9); 否则我们可以重新安排措标. 
由于几何平均不超过算术平均，所以 


' ■ • Z * 9 t .\ 2 < bZTk l Z » 9 i \ 2(b ~ k) ■ 

~ K t = fc+l 

我们将 z ast (k + l ^ i ^ b ) 分成 

\Q2~ a /{Q l - l f k - 1)] + 1 < Q2—(Q l ~ 1 / k - I)" 1 + Q l , k 2-” 

^ Q2~ a (!Q 1_1A ) i + Q 1/fc 2-*- x 
< Q ^ k 2 x ~ a 

部分（由于 4<2-» < QV* < Qi-i), 每一个具有形式 


CT = Ze 2 ^ 1 ), 

此处 ar 过一个长度 < Q l -i - 1 的区间，即我们有一个整数 w 满足 
u < x^u + Q \ 0<g 7 < Q x ~ l/k , 0 < w < gi R a < Q . 
然后由 Holder 不等式得 


i 〜‘ i 2(b -*u 


0 l / k 2'— 、2(6_ fc ) 

E 『 I) 


~ a 

< (Q 1/fc 2 1- *) 2(6- ^ -1 |C*| 2(6_fc) . 


由 （33)，（34) 与 （35) 得 


(34) 


(35) 


I 邡 簡 A 1 -) 2 — 1 f； I 2 ... |Z. 9 J 2 |C*|^- fc ), (36) 

此处 iV, = M.(b - fc)QV*2 1 -* = W6 6 • 2*< fe - 1 )(6 - fc)Qi/*2 I -». 在单位超立方体 
(0< Ql <l,...,0<a*<l) 上求积分得 

乂…乂 IZpdai … da * 
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x t jf … jf I 2 … lUlC" | 2(b - fc) da! … d« fc . (37) 

( iii ) 表达式 

jf … jf 12 … |Z * 9 * | 2 | C * l 2(6 ' fc ) d«i … da fc (38) 

等于丢番图方程组 

x^+ - - - +x^+y^+ - - - +yb-k= x i h + - - - +x'k+yi h + - - - +Vb-k (1 < * < fc) 

的解数，此处诸 y 位于形如 

u<y,y' ^u + Q 1 (0<Q , ^Q 1 - l/fc ； 0^w<Q) 

的一个区间中，而％与 < 位于诸区间 

(Si - l)Ra < X$, x'i < g k R, 

之中，其中当 《 彡 77 - 1 时，整数 ffl , …，办满足条件⑼ • 

我们用 X + w 代替 a ; 及 y + w 代替2/,则 （38) 亦等于方程组 

尤 {* + ••. + + yf + ••十 n_ fc 

=^ h + ■■■ + X , k h + Y{ h + ■■■ + YiH k (1 < /i ^ fc) (39) 

的解数,此处诸 y 位于区间 （0， Q ') 中，而不与；^位于 

-w + (ji- 1)R B < Xi, X^-cj + 9i R a (0 < a; < Q) (40) 

之中. 

现在，若 x ' 任意固定， wmx 上的条件适合引理1之要求,其中=札，及 
适合引理2之要求，其中 C 7 = 2(6 - ib ) 与 if = 2 s . 所以 A ■与 X '之集合个数不超 
过 

R ^{ 4 ( b - k )} k { 2 k 2 a )^ k ~ l '> Q ^ k -^ 

={4(6 - k )} k { 2 k )» k ( - k ~ 1 h ^ k ^- tk Q 2 k - 2 (. k + 1 ). (41) 
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进而言之，由于 i i 

I 乂 /(xj^^da：! < jf |/(»)|da：, 

所以对于固定的 X与X' 的集合, y 与 P 的集合个数不超过 

乂 1 …乂 1 | Cfc ( Q 1 - 1/ fc )| 2( l > - fc ) d 0l . • ■da k . 

因此当1 < s < - 1时，有 

(42) 

(43) 


所以当 s = »7时， （42) 亦成立 • 

( iv ) 对于》=1，"，”时，联合 （37) 与 （42) 得 

乂 1 …乂 1 剛 • dQ fc 

V 

M ,( Q 1 / fc 2 1 —) 2 ( fc - fc >- 1 JV s {4(6- fc)} fc 
X ( 2 fc ” fc (* _ 1 ) 2 去 •*(*+!)- 2 dfcQ 2 fc -§( fc + l ), 

乂 1 …乂 1 IC ^ Q 1 - 1 A )| 2< i - fc ) d ai … d a)t 

①由于 >7 彡 logQ/fclog2 - l,log2” > log*? 1 /* - log2 = log ^Q 1/k , 所以 Q2~ T > k < 2 fc . 


乂…乂 izdi 2 icn 2 <“)dwd afc 

<{4(6 - jfe )} fc (2 A :) i * ( * _1) 2 i , ' fc ( * +1)_2 * fc g 2 fc _ i (fe+1) 
x j: … j: 仰⑷ 1 - 1 /*)，-〜〜 … da fc . 


当 S = T ? 时，我们用寻常的不等式得 


广 … / V 吵… U | C ~ | 2(6 - fc ) da ! … da fc 

Jo Jo 

lo Jo l Cfc ^ 1_1/fc )l 2(6 ' fc)dai ■•- dafc - 


R^ k = 
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矣 ” C ^2 2 _#{26_ Q 2 *- 2 ( fc + l )+2( fc - fc)/fc 

*=1 

x j: … j: |C7*(Q 1 - l /*)| 2 ( t> -*)da 1 • • •dor* 

勿 2 cQ 2fc -*(* +1 ) +2 ( k -*)A j : … j : … da *：. 

在此用到 26 > ^ k{k + l ) + 2 Jk , 其中 

c = (6!6 fc ) 2 2 2(6 -*>(46)*(2*) i fc ( fc - 1 ). 


由于 

c < (12 fr ) 26 (46) 6 (2 A:) k ^ {(126) 2 .46.26} 6 < (76)' 
所以当 》? > 2 时,定理成立. 

( v ) 情形 77 < 2,这时 

^ logQ / log 2 < 2,即 Q < 4*. 

我们将 C fe ( Q ) 分成四部分，每一个皆具有形式 


c * = J 2 

ut < x ^ u /+ Q ' 


(0< Q '^ 


\ q < Q 1 -"*) _ 


由 Holder 不等式可知 


4 4 

|C fc (Q )| 26 < 4 s 6 - 1 1 C *! 26 < ^2 |C 7 *| 2 ( 6-fc ). 

在单位超立方体上积分.由于26 > i*(fc + l ), 所以 

乂 1 …乂 V*(Q)l 26 da 1 … dock 

^ 26 - 1 ^ 2 ^ 1 - 1 /*)工 J : …£ | Cr | 2 ( b -*) d ai … da fc 

^4 26 g 2fc(1_1/fc) f 1 … 

<4 26g26-^( fc+ l) + 2( 6 - fc )/ fc j: … j: IQ^Q 1 —V fc )| 2 ( 6 -*)d ai … d% 
定理证完. 


(44) 
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4. 定理1的证明 

若 P 1 - 1 /* 彡3,则 P ^9, 从而定理显然成立.所以我们假定 P 1 - 1 ^ > 3,从而 
P > e. 

当 Z = 0时，定理显然成立.我们关于 Z 用归纳法.假定定理对于 i - 1真实， 
则由定理2可知 

乂 1 …乂 VfcW ’ dar . d 叫 

x (logP) 2 £ … £ |c fc (i> 1 ->/*)|2(.-fc) dQl … dafc . (45) 

由归纳法假定，在定理1的陈述中以 f - l,s - A 与 P 1 - 1 /* 代替与/>,则当 
P i - i/fc > 3 > 2 时，得 

广 … 广 … da* 

Jo Jo 

<(75) 4 a (< - 1) ( logP ) 2(, - 1) p ( 1 - 1 /* H 2 *- 2 fc - i fc (* + l ) + i fc ( fc +1 )( Il - 1 / fc )'- 1 }. (4 6 ) 

联合 （45) 与 （46) 即得定理. 

作为定理1的推论，我们有 

定理3 命尸彡2及 S 彡 ~ k(k + 1) + i / t •则 

dax ^ a k {7s)* al (logp)^p^-k+s^ 

此处 <S = + 1) ( i - 士) , 

证明 命 TiNu -" , N k ) 为 

*1 + + - Vs = 

的解数.则显然有 

/ |[ e w| dai $ E … 

|x=1 丨 IWiK»p 



由于 


r(N u … 
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= j: … j: \C k {P)\ 2 a e^ Niai+ " +Nka ' l) da l -dQfc 

= / l "'/ l|Cfc(P)|2A：dQl 
故由定理 1 即得定理. 


5. 指数和的估计 


引理4 命 


a -- <4, 

Q r 


(M) = 


Y f+N 

E E e 

y=l |n=/+l 


< d + 1) CAT + glogg). 


这一引理是熟 知的； 关于其证明，例如，可见文献⑵. 

定理4假定丢番图方程组 

x '} + --- + x^ t = y ^ + -- + y^ t (I ^ h ^ k；l ^ x,y ^ Q ) (47) 

的解数不超过 

ci ( k , t ) P * l -^ k+1)+s， . (48) 

命 F ( x ) = afc + ia :* +1 + ••• + aix + a 0 , 

S = De 2niF(I) 

x=l 

及 

| aife+i - V?l < 9 _2 i ( A , g ) = 1, P < g < P fc . (49) 

则 

ISl ^ c ^ k ^ P 1 -^, p = (l ~ S )/{4 t + k ~6). (50) 

证明命 Pl 为适合 1 < Pl < P 的一个整数及 


S(y) = Y > e 2 ^ 
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, Pi P , Pi P-x 

s = iET,^ F{z) = ^I ： E e 2 卿 +w> 

*= 1 z=l " x=ly=l—x 

=^■X^ 5 ( y ) + Q 1 P 1 ， l^ll < !' 


记 

则 


F {x + y ) = A fc +1 a :* +1 + A k x k + • • • + A 0 . 

Ak+i = Qife + i , A k = Qk + (, k + l ) a k + iy , - - - 
由 Holder 不等式可知 


此处 


l»=l I y=l 

= p^J2{s(y)} t {sm i 

v=l 


V f Pi Px Pi /», \ 

e … n z ， 

»=1 \*1=1 *t=l *J=1 x' t =l ) 


< t > = /(*1 +!/) + .•• + f ( x t + y )~ /« + y ) - f { x't + y ) 

- _4 W (±^-± xA + ：.. 

\»=1 «=l / \<=1 i=l / 

命 寧 ic , … , Ni ) 表示 

x i + •'• + *? - - < h = N h ^ Pl ) 

的解数.则由 Schwarz 不等式可知 

自剛 2t 

pi pi Pi Pi I p I 

<E-EE -EpH 

®1=1 I,=lxi=l x\=\ l»=l I 

< X] …+… +4^)1 


(51) 


(52) 


(53) 
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乙 … 乙炉的，…，爪）乙 … E 1> 耶(々 爪 + ... + 4lJVl ) 卜 （ 54 ) 

I Ni N k N, N k ' y 1 J 

首先，由 Parseval 关系式得表达式 

L … 凡， … ，执 ）=51 ……/ I ^2 exp(a fc x fc + • • • + axx) I 

Ny N k Nt N k lJo Jo U=1 I 

x exp(—iVfcCCfe -- JVittjJdai … dat 

=乂 ■ J |y^exp(a fc a;* + ••• + aia;)| dai •••do!*, 


所以由 <48 丨得 


5>.5> 2 (从， …，叫 < Cl (k,t)pr^ k+1)+S， . 


其次，由 （52) 与引理4,得 

二 ^2 |^ e 2 m (-4* W »+-+ A 1 Af,)j 

l^iKtPi |Af*|<tpf I » 

^t k p[ + ' +k ~ 1 [ [ |^ e 2»i(fc+l)aik +l (vi-»3)Wik I 

V»=l »2=1 I N k 

< f*pf 蚴 - 1 ) e 2"—j 

y=y I nh 

(由于 （A: + l)( yi -y^) = Y 的解数不超过 P) 
^c 3 (fc,«)pJ fc<fc_1) P ^ + 1^ (pf + qlogq). 

联合 (54), (55), (56) 得 

|5(y)| 2< ^ C4(fc, t)Pi t+ * { P^(l + pr fc 9logg)^. 

V 

从而由 （53) 得 


(55) 


(56) 


|5| < c 6 (fc, t)p\ ,u P^*\\ + p~ k q \o Z qY^ + Pl . 
对于 P 在 g < P fc , 我们有 

\ S \< c s ( k , t )( p ^ 4 t P ^- t )/^ + pi )i 0 gP. 
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Pi = P 1_p , P = 


定理证完. 

定理5 命 fc > 10,及 


HI < 士， (h,q) = l, P^q^P k -\ 

jXJe 231 '^^ ceWP 1 " 1 ^, = 4 fc 2 (log fc + 盖 log log * + 3) 


证明取 


|A:(fc - 1) + 

log 1)} + log log A 


- log { l - l /( fc - l )} 


则得 , 

<5 = ^( A : - 1) (1 — ^ y ) < l/logk (<!)• 

由定理 1 可知定理 4 的假定成立，其中 <5' = 1/ logifc . 

由于 

-i/iog (1 _ ^ k, 

2/ + < 2 k (log 臺 / i 2 + log log fc) + ifc+ 1 

< 2 A :( logfc 2 + log log fc ), 


所以 

4t _ ，-卜 s + 
t^s $ 

< ( 2Z + 5*) *(! + 2rf ) 

< 4 ft 2 (log fc + I log log fc + 2 + log log fc / log A 

< 4 fc 2 (log fc + ^ log log + 3) • 

由于 （57) 是一个开号不等式，所以由定理4即得定得. 


(57) 
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6.应 用 

在本节中，我们仅仅指出若干应用.这些只要对熟知的方法作一点简单的改动 
即能得到. 

( i ) Waring-Goldbach 问题.命 H ( fc ) 为使 

巧 + • • • + 巧 = N (58) 

对于充分大的 iv 可解的最小整数在此需假定； V 满足某些同余条件，用作者文 
[3] 的方法之一并用定理5的新指数代替旧的指数，即得 


H ( k ) < so (~ 4 A : log k , k 充分大) • 


⑼当《 彡牝 = 4 fc 2 


(log k + ^ log log fc + 8) 


时， （58) 的解数的渐近公式成立. 


实际上，当 a 适合这一界时，我们也可以证明将一个整数分拆成个正 A 次方幂 
的分拆个数的 Hardy - Littewood 渐近公式 成立. 这比 Viwogradov [ 4 l 的界 s > so = 
10 A : 2 logfc 要精密一些. 
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著，在其中包含了 ( ii )§6 的结果的证明，其中 s > lO ^ logA , 似乎值得一提的是定 
理5的指数比他的结果略为好一点.他是用 

a = 3 fc 2 log {12 (fc + l ) fc } (~ 6 fc 2 log k ) 


= 4 fc 2 


(log 


k + 7 ； loglogfc + 3 ) 


代替了本文之 


(潘承彪译) 



代数数域上的指数和 ® 

华罗庚（北京，国立清华大学） 

1.导 言 

命 iC 为一个关于有理数域的 n 次代数数域，及0为域的基理想（分歧)，命 
/( x ) = QkX k H - h aii + Qo 

为一个系数属于 A •的 A 次多项式，及 a 为由叫,…，叫生成的分数理想，即 a = 
(a fc , ■ ,ai)- 假定 a& = t/q, 此处 r 与 q 为互素的两个整理想，及 

5(/( x )， q ) = S (/( aO ) = 5( q )= [ 
zmod q 

此处 a : 过 modq 的一个完全剩余系，本文的目的为证明下面的定理. 

定理1 对于任何 e >0, 我们有 

5(/(®), q ) = 0(^( q ) ， - 1/k+e ), 

此处与记号0有关的常数仅依赖于 k ， n Re . 

如同通常一样，我们用 tr ⑷与 AT ( q ) 分别表示 K 中的数 a 的迹及理想 q 的 
范数. 

这是作者⑴关于有理数域上一条定理的推广.但在此所用的方法与原来的方 
法相比有较大差异与简化. 


2. 关于同余式的一条定理 

定理2 命 p 为一个素理想及为一个整系数 modp 的多项式，命 a 为同 

余式 

s ( x ) = O ( modp ) 

的 m 重根，命 A 为一个整数，它可以被 p 整除，但不能被 p 2 整除，又命 u 为最大 
的整数使 p u 能整除 S (Ax + a )- a ( a ) 的所有系数及 


① 1949 年 9 月 14 日 收到. 发表于 Contufian X Math., 1951, 3: 44-51. 
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t ( x ) = A -, i ( s(Ax + a ) - s ( a ))( modp ) 

为一个整系数多项式，则及同余式 

t ( x ) = O ( modp ) 

最多只有 m 个解. 

证明不失一般性,我们可以假定 a = 0,则 

a ( x ) = x m si ( x ) + « 2 (*), si ⑼异 0( modp ), 

此处勿 ( a :) 为一个次数小于 m 的多项式，它的所有系数皆可以被 P 整除. 我们有 
s ( Ax ) = A m i m Si ( Ax ) + 32( Xx ). 

由于，的系数为⑼，它不能被 p m +1 整除，所以 n < m . 

由于 A _ u s ( Az ) 同 余于一 个次数不超过 m 的多项式， modp , 故得定理. 

附记 u 与 A 的选取是独立的，事实上，命 A ' 为另一个有同样性质的整数，则 
有一个整数 r 满足 

As A , r ( modp u+1 ), p 十 t . 
s(Ax + a ) - «( a ) = s ( A ’( tz ) + a ) — s ( a ) ( modp u+1 ). 

3. 关于代数数的几条引理 

命 9 为一个分数或整数理想及 a 为一个整理想，则显然有 g | ga . 

现在我们按照模 00 将 0 的元素分成剩余类，则不同的类的个数为 N ( a ). 在每 
一类中取一个元素，则这样组成的集合称为 g 的一个完全剩余系 modfla . 

基理想的定义可以用下面的方法来陈述. 

0- 1 为 K 中所有满足 

e 2*itr(£a) = 1 

的数？的集合,其中 a 过 K 中所有整数. 从而若0 属于 ( qO )- 1 及勿= a 2 ( m odq ), 
则 

e 2* itr (^ ai ) __ e 23 ritr (/? a a ) 

这说明本文开始定义的和 S ( f ( x ), q ) 是独立于 modq 的剩余类的选取的. 

定理3 命 q 为一个整理想，当^过（矽)- 1 的一个完全剩余系 modJT 1 时， 
对于每—个整数 a ， 我们皆有 

Y ' g ^ trUa ) = f ^■⑷，当咖， 
v I 0> 当树《- 
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证明若 q | a , 则鉍€ 3- 1 ，所以对于所有（，我们皆有 e ^««) = 1,故得第 
一个结论. 

若 qfa , 则存在一个 ( Oq )- 1 的元素 Co . 但 W 不属于 r 1 . 事 实上，若对所有 
属于 （ Oq )- 1 的以，皆有€抑属于？ T 1 , 则有 

O-Xaq )- 1 ， 

因此得 q |«. 这是不可能的，所以由 1 的定义可知，存在一个整数7满足 

e 2aitr(7€oa) ^ j 


由于€ ( Oq )- 1 , 我们可以记 7 €o = 所以 


^ e 2»itr(€o) = ^ e ： 


. ^ e 2»itr(, 


故得定理的第二个结论. 


4.对于 q = P 时的定理证明 

当 q 为一个素理想 p 时，这里所考虑的指数和归结为有限域上的一种指数和， 
在以前的文章 【 2 1 己有讨论.但作者还不能找到一个简单的途径来建立这里所考虑 
的指数和与那里讨论的有限域上的指数和之间的显式关系.为了完整起见，在此仍 
给了一个证明，其中所用的方法是属于 MorderlH 3 ! 的. 

定理4 我们有 

|5(/( x ), p )|^ fc " iV ( p ) l - 1/fc . 

证明不失一般性,我们可以假定办不属于0- 1 ,否则，由于对于所有整数 ; c 
皆有” = 1，所以 

^(/( i ), p ) = S (/(; c ) - a fc i fc , p ), 

因此我们现在假定 a * 属于 ( P 0)- 1 , 但不属于0- 1 ,由于当 7 V ( p ) < 时， 
\S{f(x),p)\^N(p)^k n N(p) 1 ^ k . 

即定理成立 • 

现在我们假定 JV ( p ) > k n , 从而 pffc !. 我们有 
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此处 A 过 modp 的一个缩剩余系.记 

/(Ax + n ) = 0kx k + ■■■ + Po , 

此处 

/ 0 fc = a fc A fc (moda~ 1 ), (1) 

0k-i = fca fc A fc_1 +a fc -iA fc_1 (modO _1 ), ⑵ 

等等. 

对于厲于 (P0)- 1 固定的 /3 fc ，汍-V，整数 A 与 /x 的个数不超过; t. 事实上， 
(1) 表明 0 k - a k X k 属于 IT 1 (A 与办属于 (P5)- 1 ). 存在一个整数属于 pD 但不属 
于 P. 从而 Ta* 与 T/0* 都是整数及 p 丨 rafc； 显然同余式 r/?fc 三 rafcA fc (modp) 最多 
只有 fc 个解.对于固定的 A, 由于 pth 同理可知 /x 由 （2) 唯一地确定. 

因此 

叫一“) E -• Ew*^+ …+知)产， 

此处每个/?皆过 (P0)- 1 的一个完全刺余系， modD- 1 . 

我们有 

E … E + …+ mi 2 * 

3k 0i 

=E〜X：E … EE … Ee 2 " itrW 

0k 01 *1 Ifc Vl Vk 

= N ( p ) k M , 

此处 

矽 =0k(,X^ + • • • + I* - I/* - yk) 

+ /?*：-! (*i _1 + … +xj -1 — yf -1 —…— y^ -1 ) + ••• 

+ lh(xi +' ■ ■ + x k - Vl - Vk), 


及由定理 3 可知 M 等于同余式组 

a；i + • • • + Ik = yf + • • • + j/Jt, modp, 1 < /i < fc 

的解数. 

由于 p + fc!, 所以由对称函数的一条定理得 


(■X* _ a ： i) •••(X — Xk) = (X — yi) ■ --(X — y^), modp, 

因此我们得知 x u …， x k 为 y u …， y k 的一个置换，及 
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从而 


定理证完. 



定理5 若 q =〆及 p 为一个素理想，则 

15(/(*),^) < k ^ Nip 1 ) 1 - 1 ^. 


⑶ 


证明命 

b = (kak, (k - l)cnk-i, … ， 2«2. Q ； i)- 

显然 a|b. 命 t 为整除 Im- 1 的 p 的最高幂次.当; c 过 mod», 的一个完全剩余系时， 
命 m 表示同余式 

/(*) = O(modp t+1_, ) (4) 

的解数,其中解的重数计算在内（我们有 m < fc - 1). 

显然 （3) 是下面更强的结果的 推论： 

若 f > 1,则 P* 至少能整除整数 A：，ifc - 1, .. • ，1中的 一个. 所以 

Nip*) < k n , 

即 

N ( p )^ * n ". ⑹ 

假定 i < 2(f + 1)，当 f = 0时得 Z = 1及由定理4即得⑶.若 f > 1,则由 （6) 

可知 

\S(f(x),p l )\ ^ N(p) 1 ^ (NipY^-^iNip))^ 1 ^ 

^ 况 (p)i(i-i/fc)々》>(2+i/t)A 

< fc 2 " . N(p) l(1_1/fc) . 


所以当 i < 2t + 1时，⑻ 成立. 现在假定 f > 2(t + 1) 及 （5) 对于较小的 Z 成立. 



代数数域上的指数和 


•247- 


命 W ，…， 折为⑷ 的不同的根，其重数分别为，…， m r , 则 + ■•• + 
m r = m . 显然有 

科 /⑷ ） = ge 2 刪⑽ ) = p Y. e 2 * itr (，㈤ )= 定义)， 

此处 v 过 modp 的一个完全剩余系，若 f 不是诸 M 中的—个，则命 
x = y + 

此处 A 为 p 中一个整数，但 A 不属于 p 2 _ 由于 9 t+ ^ l \f\y)- 所以由定理3可知 
Su= ^2 ^2 e 23dtr(/(w)+A，_t_，x/，(w)) 

ymodF ,-t_1 zmodp ,+1 

ySI*(mod p) 

= H e2ldtr(/(tf>) 53 e 2nitr(A，_t " lz/，(v)) =0, 

*modp l+, 


E e 两… •+々)) 

»=1 imodp 1-1 

= Y^ ^ e 2«itr(/(^+A»)-/(».,)) 

»=1 xmodp 1-1 

=E + (7) 

S=1 

此处 <7, 是由下面方法来定 义的： 命 c 为由 

/•(!/) = /(P» + Ay) - /(/x*) 

的系数生成的理想.显然 a 整除 e. 命 <7 S 为能整除 CO- 1 的 p 的最高幂次.同时，若 
l ^< J a , 则我们用习惯的 方法： 

5(/(/ x . + Ay )- •) = 


若 （8) 不真实，则 p- f + fc+i 能整除 f ( n s + \ y )- /( As ) 的所有系数，即 
V 1 <r r <r i- 
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从而 广| /⑺(广) ’ 

它等于 叫加上 办，…的整系数的线性组合.因此我们可以逐次推出 P~ ,+1 x 
|叫，})- i+1 |ajb_i，".，》)- J+1 |ai， 这与 q = p J 相矛盾. 

由⑺与⑻可知当 ^ 彡 max(<7, … ， <7 r ) 时， 

|5(/(x),|» , )| < j2 N(PV ll - 1/k) \S(f.(y), 

a=l 

由归纳法假定可知 

W (*)， P , )I < A 3 " J 2 

S=1 

= k 2n mN{p) l ^-^ k l 

对于 f < max(tTi, … ,a r ), 我们有 Z < fc, 及由⑺得 
|S(/(x))| ^ rp 1 - 1 < mp i(1 

故得⑻，从而得⑶(注意，若 fm, = 0,则这一方法推出当 f > 2(* + 1) 时, 

、 a=l 

5(/(*)) =oV 

定理6 若 （q,q 2 ) = 1及/⑼= 0,则存在 fc 次多项式 A ⑷与 h{x), « 
S(/(a),qiq 2 ) = S(/i(x), qi )S(/ 2 (®),q 2 ). 

证明我们可以找到两个整数 Ai 与 A 2 使 

(Ai.qiqa) = qa, (A2,qxq2) = «|i- 


置 


* = AlV 2 + 入2»1, 


则当与 3/2 分别过 modqr 与 modq 2 的完全剩余系时， a； 过 modqiq2 的一个完 
全剩余系，所以 

5(/(z),qiq 2 )= 产⑽扔 +W)) 


= H e 2nitr(/(AaV,)) ^2 e 2»iW(/(A.V 2 )) 

yimodqi Vzmodq ， 

=S(/i(®).qi))5(/ 2 (x),q 2 ), 


此处 A(x) = /(A 2 x ) R f 2 (x) = 现在我们来验证 Mx ) 的系数生成的理想 

可以表示为 c^qr)- 1 , 此处 r ,q 为互素的整理想，这是显然的. 
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6. 定理1的证明 

q = Pi* … pi' 

则不断应用定理6可知 

WxXq) = n 5(/^1), p|«)- 

•=i 

由定理 5 得 

|5(/(*) ， q)l<E fc2n+ljv (4) 1_1 ’* 

»=1 

< 亡 (1 +Z < )( 2n + 1 ) lo 8*"og2 Ar ( J) !‘)(l-l/*) 

i=l 

=d(q) (2n+1) lo « fc / lo 8 2 TV(q) 1 -!/* 

= 0( iV ( q ) 1 - 1 / fc + e )s 

此处 d (<0 表示 q 的因子个数. 

附记实际上，上面的方法为一个 算法； 更明确地，对于已给一个多项式，若 
我们知道 S (/( x ), pO 之值，其中 U 2 t + 1，则我们可以求出 5(/( x ), p «) 之值. 
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一个求极限的问题 ® 

华罗庚（清华大学，中国科学院数学研究所） 

命 U ； ⑷是 tt 的实函数，当 U > 1时，其定义 如下： 

{ ci ； (u) = u -1 , 1 彡 u 彡 2; 

■^-(uu(u)) = w(u — 1), u > 2. 

在 1937 年苏联数学家 ByxmTaeW 求出 

lim tL>(«) = c -7 , (2) 

此处 7 是 Euler 常数.这结果是他研究数论的副产物，原来的证明是用数论上的 
Brun 氏方法得出的！显而易见，这是一个纯解析的问题，因为无论是 o .( u ) 的定义 
也好，结论也好，都没有丝奄的数论味儿，因此就发生了一个问题，就是可否用解析 
的方法来证明这解析上的命题.直到1950年，荷兰数学家 De Bruijn 用解析方法才 
证明了这一命题，但在1951年 ByxniTae 用数论的方法更精密地证出了 


|w(u) — e - " , | < e-ut'oeu+iog;logu-i)+o(uioglogu/iogu). 


⑶ 


在这一篇文章中，我将用解析方法来证明一个比 （3) 稍精密些的结果.凡慷得高等 
微积分的读者，就能了解我的证明.为了使读者易于接受，其中对某一方法写得较 
详尽些，但对读者易于补出的地方（例 如： 积分号下求微分、变换极限与积分的次 
序等等)，则略去. 


引理1 命 



⑷ 


(此处 exp ( y ) 就是 eV ). 这一函数有下列之 性质: 
⑴ g(ar) = ^(xe x g(x)); 

(>i) f g(x)dx = e -7 . 

Jo 


① 1951 年 8 月 15 日收亂 发表于 Sci. Sinica, 1951, 4: 
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证明求微分 

=exp il 

此式由 0 到 oo 的积分是 

乂 g(i)dx =[aje 3 ! p(*)]S 0 = ^ exp^ ~~~ 

= lim exp ^ / - ~ - ― -dt + logo:) 


关于最后一式，读者可由熊庆来著 《高 等算学分析》第359页 （13) 式推得之. 

引理 2 命 

h(u) — f g(x)e~ ux dx. (5) 

Jo 

此积分当 u > _1 时绝对收敛,对 u > -1 + e 时一致收敛.此函数有下列诸 性质： 
⑴ / ^0) = e ”； 

⑻ lim^u/i^) = 1; 

( iii ) uh’(ti — 1) + fe ( u ) = 0, 当 u > 0, 

及 

( iv ) uh(u — l)+ f / i ⑴ df = 1，当 u > 0. 

Ju-l 

证明⑴式可由 Abel 定理及引理 l ( ii ) 得之.命 uz = y , 则 

uh(u) = J e _ y dj /, 

易得结论 （ ii ) 在积分号下求微分，由 （5) 式可知 

uh\u — 1) = - u J g (; r ) e 一 ( u _1 〉* a:di 

= f°° xe x g(x)d(e~ ux ) 

Jo 

=[xe x g(x)e~^ - J°° e^d^gix)) 

(部分积分法） 

=— f e _ UII 5( a :) d 2： = —h(u) 

Jo 
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( 引理 l(i)), 此即证明结论 （ m). 

今先证明 u 

g(u) = uh(u — l)+f h(t)dt 
Ju~l 

是一常数 . 求此式之微分，由 （ m ) 可得 

({ (u) = h(u — 1) + uh r (u — 1) + ft(u) — h(u — 1) = 0, 
故 g(u) 是一常数 . 命 u -♦ oo, 则由 （ ii ) 可知 


故得 （ iv) 式 . 

引理 3 当《 > 2 时，有下列之恒 等式： 

I u(i)h(t)dt + uuj(u)h(u - 1) = e _ ' 

Ju—l 

证明以 p( u ) 表示此式之左边，先证 p( u ) 是常数 . 由⑴及引理 2(m ), 可得 
p’(u) = u(v)h{u) - w(« - l)/i(u - 1) 

+ ^(t<w(«))/»(u - 1) + xvjj{u)h'(u - 1) = 0. 

故 P(u) 是常数 . 而由 （ 1 ) 可知 

p(2)= J 2 u(t)h(t)dt + 2w(2)A(l) 

=-J\'(t-l)dt + h(l) ( 用引理 2(iii)) 

=h(0) = e~\ (用引理 l(i)) 


引理 4 命 

则当 u > 0 时， 


W(u) = oj ( u )~ e ”， 


吵) (神) dt . 

证明由引理 3 及引理 2(iv ) 可知 

乂 _: u(t)h(t)dt + uu(u)h{u - 1) = e -7 (/ h(t)dt + uA(u - 1 )) 


⑹ 

⑺ 
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故得 

此即⑺式. 
命 


f W { t ) h ( t)dt + uh(u — 1)^(«) = 0. 

Ju-i 


f ⑻ = mu )\. 


由⑺可得 

離 ; s^£/ (iWi)di 

=- 7 - 7 — ~77 f F(u — 1 + - 1 + t9)dt? 

uh(u - 1 ) J 0 

f F(u - 1 + i?)di9 
w Jn 


( 8 ) 


(因为 h ( u ) 显然是一单调递减函数). 

引理5 如果 F ( u ) 是一正函数，且当 u 充分大时 P ⑷适合⑻式，则当 
U —♦ oo 时， 



证明为了使读者易于了解起见，在证明中明确地引下“逐步求精法”，并且 
避免引用 Stirling 公式之类，不然这证明是可以大大的缩短的. 

1•命 

M ( u ) = muc F ( x ), 

由 （8) 式立刻得出 


此处 




M(u - 2) 
«(u — 1) 


(..* 0 ( 点)， 


logP («) = log « + log(u — !) + ••• 


因为 logo : 是递增函数，所以 


logP ( u ) ^ 



u(logu — 1). 


故得出 


Af(«) = 0(e- u(k>gu - 1 )). 


⑼ 
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2.命 


由 （8) 式立刻得出 


F!(u) = F(u)e ulioeu - i \ 

M\{u) = max 

u<z^oo 


此处 


Mi(u )、 - 乂 e ( u _i +t )(iog(„-i + t)-i) d< 

1 - I exp ( 步⑹ df ， 

u Jo 

步⑷ =u(logu- 1) — (u + i- l)(log(u + t— 1) - 1) 

彡 u(logu — 1) — (u +1 - l)(log(u — 1) — 1) 

=logu — 1 + (u - l)(logu — log(u — 1)) — t(log(u —1) — 1) 
彡 logu - t(log(u -1) — 1). 


代入 （10) 式，立得 




续用此式,可知 


Mi («) 




=log(log(u — 1) — 1) + log(log(u — 2) — 1) + • 
> j log(logt - l)dt 

如 ixd — /士厂 
=» 10 6 10 6 „- 0 ,^-, 


( 10 ) 


此处 Q 是一常数 > 1. 
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总之，已证得 


•F(i/) = 0(e _a： ( log,,+log i)+Ciu/iog u)_ 


此结果已较 Byxm T a6 的精密些，但吾人仍能继续深入 . 

3 .命 

_F 2 ( U ) = Fi(«)e ulogIo6u_ClU / lo « u , 


由⑻式立刻得出 


此处 


Mziu) = max 巧 ㈤. 
u ^ z^oo 


M 2 (u) < M2{ - U u ~ ^ £ Gxp(^{t))dt, 


( 11 ) 


( 12 ) 


4 s (f) — log u = 


— logu 4 - ii(logtx + log logu — 1) 

- Cju/logu - (« + t - l)(log(u + t - 1) 
+ loglog(ti + « - 1) - 1) + Cl - 


log(tx +1 - 1) 

<(« - l)logu + ulog logu- Ciu/logu - (u + « - l)(log(u - 1) 
+ loglog(u - 1) - 1) + Cl f + * _ 1 


log(« - 1) 


=(u - l)log- 


7 + log logu 


+ (u ~ 1) log C %) -1 - Cl ( i ^- iogV - i )) 

- t(log(u -1) + loglog(« -1)-1- 
<loglogu 十 (u - 1)-^ ^ 

+ («-1)7 ； 


(«- l)log(« - 1) 


j - <(logu 


+ log logu - 


log(« - 1) 

(此处用上了 log(l+x) ^x) 

在 log logit - t(logu + log logit -2)-1 


log(u- 1)/ 


log(« - 1) 
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(当 U 充分大时).代入⑵式,可知 

二 


办 -D«p(-log( 1 + 脊 - 忐 )+ 
刪—(-^彔） 


(因为 l 0 g(l+X)> ： T-C* 2 ). 又 


loglogtx _ Cl + loglog ( u - 1) _ C 2 
logu logu log(u — 1) log(u — 1) 


< e u,og lo 8 u / lo « u -C3<*/io8«^ 


F ( u ) ^ g - vC ' oBU + loglogu + loglogu / Iog «- l )+ C « u/logu 

附记此法并未尽其用，还可以重复应用，以得出更精密的结果. 

综合引理5、引理4及 （6) 可得下述 

定理 |( j ( u ) — e -7 | < e - u ( logu+log logu + loglogu / logu - l )+0( u / logu ) 

如果仅以证出 

lim w ( ti ) = e _ 7 

为满足，我们有下列的简捷方法，不过我们需引用 Laplace 积分的若干定理.命 

/(«)= f e~ U9 da(u) = He-^duiu+l), (1. 

Jo Jo 

此处 a ( ii )= a;(tt + 1)-1. 由部分积分法可得 
/(s) =s f°° e~ U8 a(u)du 
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= — 1 + s J e -t **w(« + l)du 

= -l + s 厂 e-^d^u + 2)u(u + 2)). 

换 u 为 u - 1, 用⑴式可知 

/(«) = - 1 + ae s jT°° e- Ui d((« + l)w(u + 1)) 

=—l + ae 8 [y* e -u *(tt + l)do;(u + 1) + J e~ ua u(u + l)duj. (14) 

积分号下求微分，可得 

j : « e - M dw(ii + 1) = 一，⑷， 

部分积分可得 


e ~ ua u(u + l)du - - u*(u +1)| 


e -us dw(u + 1) 


以此二式代入 （14), 可得 


即得一次常微分方程式 


广 (《) + (« _1 (e-* - 1) - l)/(a) = s- 1 (l- e-). (15) 

因为 = UmKu+1) - 1) = 0, 故由 Abel 定理（例如 [4j，p.183, Cor. lc), 

可知 

及^/(5) = 0. (16) 

解一级线性微分方程式 （15) 并且条件 （16) 可得 



=e* + /o (_ u _ £ t -i {1 _ e -i )d ； 
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+ e «+/o* * _I C 1 - e_, ) dt du 

= _ 1+ e »+/o* t- l (l-e-)dt J°° e -u^ t- l (l-e-')dt dji 

= -l + eCrWOtue-WrWOir 
= -1 - se s +6 _7+<,+ -^ t-l(1_e_t)dt . 

显然可得 Im/(s) = - 1 + 由 Tauber 形定理可得 

lim a(«) = lim (a;(« + 1) — 1) = —1 + e~ 7 , 

U—*00 u—»oo 

即所求之 

lim u>(u) = e ~ 7 . 

但用 Tauber 形定理时必须注意 lumber 形条件，即 

f uda(u) = 0(t) (例如 [4 丨， p.18, Thm.36). 


(17) 


da;(u) = -(ui(u - 1) - w(u))du 

可得 

J udo(u) = J udw(u + 1) 

=J [w(u) — w(u+ l)]du 4 - 0(1) 

疒 t+i 

=—J u»(«)du + 0(1) = 0(1) 

( 易证 w(tx) = 0(1)). iA. Tauber 形条件适合 . 定理完全证明 . 

以上证明有一 堪注意 之处，即我们已求出 w(u+ 1) 的 Laplace 变换式，即 （ 17) 
式 • 
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( 潘承彪校） 
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1.引 言 

设 A > 2及 < 0 是整数，它依赖于*，且由下表 确定： 


fc 2 3 4 


9 

2034 


to 3 8 23 62 156 


4595 [* 2 (31ogfc + log logfc + 4)] 


设 r t (P) 是下述丢番图方程组的 解数： 

if + ••• + xf = vf 


Vt ^ 


( 1 - 1 ) 


+ ••- + xt = 1/1 + ••- + yt , 

并满足条件 

l ^ Xi , yi ^ P . (1.2) 

本文的目的之一是 证明： 当 Ok 时，有 

= 1> 0 6, (1.3) 

其中 

*0 =厂…厂 | 〆 _ +A *)di| dU】， (1.4) 

J—oo J —oo I*/。 

°° oo fli qk I gi … 9fc /, . \ |2t 

… XI £ … S e ( v ' xk + "' + v ' x ]\ _ ( L5) 

<ji=l 9 *=1 fci=i H=i 1 i=l ^ qk 9l/| 

本文中把 e 2 "** 简记为 e{x). 

1939 年，作者 W 证明 了：当 




61ogfc + 21og log2fe + log23.2 

- 咏 ㈠ ） 


(1.6) 


① 1952年5月31 日收到.发表于欠 cto Sci. Sinica, 1952, 1: 1-76. 
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时式 （1.3) 成立,对大的 * 上式右边近似于 1.5 fc 3 logfc (发表于1947 年). 利用 Vinogra - 
dov 〖 5 ! 的新方法和作者 W 的一个结果使我们能得到这一新改进. 

设 M { k ) 是最小可能的整数 < 便得方程组 

Xj + • • • = Vi + • ■ ■ + yj 1 1 l ^ /i ^ fc, 

:严+…十蚌〜 y f +1 + … + y t fc+1 

可解.由式 （1.3) 显然可得 

M(fc) ^fo + 1. 


作者【 3 】早先得到一个结果是 


M { k ) ^ ( k +1) 


• og ^(* + 2) 
log(fc + 1) - \ogk 



(〜 Plogfc , 对大的 fc ). 


这两个估计的差别仅是一个常数 因子. 这显示了本方法的强有力 • 

特别还应注意的是实密度洗及 padic 密度办(它是我们的奇异级数的一个 
因子）的收敛性问题.为了处理 3 b 的收敛性问题，作者利用了多重 Fourier 积分的 
Ymmg-Hausdorff 定理.这样所得到的收敛指数要强于早先从指数积分估计 161 所得 
到的.最佳可能的指数仍是一个未解决的问题. 

对 padic 密度及6的收敛性.作者引进了一个新方法，由此得到了收敛指数 
的最佳可能的值. 

本文独立于作者的俄文著作⑴.除了早先的两篇文章 I 3 , 4 )外，本文是完整自封 
的. 

全文中我们用 e 表示任意小的正数，在不同的地方可以是不 同的用 clCz , ••- 
表示仅与*： 〆 及有时与 t 有关的常数. 符号大0 中包含的常数就是这些 c . 


2.常数办 

以 Do 表示区域 

0 ^ XI < 12 < X3 < • • • < Ifc < 1- 

变董 yi ，…， 讲的区域 D 是 A) 在映射 

2/ft + --- + a:J, h = l， …， k 


下的象.这映射的 Jacobi 行列式是 


( 2 . 1 ) 
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9{xi, ■■- ,x k ) 

当 （ A ， …， a :*) 属于 D 0 时，它是正的. 
定义 y =( yi ， … , Vk ), 及 


H n m 


yeD ； 


f(yu … ，饰）= 


fc ! II ( s j . _ 々） 

0， 其他. 


(2-2) 


(2.3) 


显见, f { Vi , …， y k ) 在一有限区域外为零（即在区域 

0 < 1/fc < fc, h= 1,2, " ,k 

外为零 ). 函数 /(Vw ,y fc ) 的 Fourier 变换是① 

[■■■ [ f{yu … ， Vk)e{-yiyi + ••• + ^kVk)dyi … dy fc 
J —00 J—oo 

= JJ /(&!>••• > Vk)e(yiyi + ..• + 7*y*)dyi • ■ • dy* 

D 

= y * … y * e (7 fe(*i + … +4)+ … +* ri (® i+ … + … dzfc 

D 0 

=y J ■■- J e(7fc(xj + • • • + *fc) + • • • + 7i(®i + • • • + Zfc))dxi … difc 

=$ (乂 e(、a;* + … +7ii)di) . (2.4) 


这就是说， 


S (乂 e ( 7fc3： * + • • • + 71咖1) 


(2.5) 


是一个在一有限区域外为零的函数的 Fourier 变换.不幸的是，/(奶，…，讲）不属于 
L 2 . 若是这样，我们就可利用 Parseval 关系式来得到当 t = A 时 A ) 的值.尽管如 
此，我们有以下结论. • 

引理 2.1 函数 , Vk ) 属于 L ' 当 i + t 以及它不属于当 


①与常用记号的一个小差别是，我们用 g ( x ) = 
反转公式应是 f ( y ) = / g(x)e{-yx)dx. 


f{y)e{xy)dy 表示 /( y ) 的 Fburier 变换，这时 
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证明我们有 


。…乂 。o 


\ f ( yi , ■■- . yfc)rdyi ••• dy fc 


I k\ {ij - Xj) I dxi • ••difc. 

V Ki<j<k I 


( 2 - 6 ) 


当 (r < 1 时引理显然成立，以及当 a > 2 时积分 (2.6) 显然发散.现在来考虑取值 
范围 

1 < <7 < 2. (2.7) 

设 

Xk = ®fc-l + Sk-l,Xk-l = Xk-2 + Jfc-2，... , X2 = ®1 十 5l. 

区域 A ) 就变为 


0 彡 5i，0 < 占 2,… ,0 < + • • ■ + 6k-i ^ 1 (2.8) 


及 

0 ^ xi <l — ^i - Jfc-i ， 

因为办 = 心 + • • • + <5*^ +：!：: .设是由式 (2.8) 确定的 （A - 1) 维区域.这样就有 

I =k'}- a / ../(&•• «fc-i(-5i + <Jj)(«5 2 + «5 3 ) 

V 

… (l5fc-2 + 知 -1)( 在 1 + 占 2 + 知 ）… (tfl + …+ l5fc-l)) 1_<7 

x (1 - - «Jfc_i)d(5i … dSk-i 

a! w X ) / …/⑻ , … 

Ai +--+ Afc_i = Jfc ( fc - l ) d ， 

X (1 - ^1- • - difc - i , (2.9) 

因为（乂 + fi ) 1 -* 7 彡/ I 1 -* 7 + B 1 -' 当 1 彡 tr <2 及 >1 彡 0 ，S 彡 0. 

式 （2.9) 中的每个积分是 Dirichlet 积分，作变量替换后就变为单重积分 

[ T i *=(*=- i )( i -<")+ fc -2 (l _ T ) dr , 

Jo 

这积分是收敛的，当 


或 


- fc ( fc - 1)(1 - < r ) + fc - 1 > 0 , 
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, 2 
O' < 1 + 

K 

现在来证明积分 (2.6), 当 <7 > 1 + ^时是发散的.设0 < 5 < 显见，这积分 


大于 


f 1 ^r … 广 (n (^-^)) 

k6 Jxic—6 Jxi—S \ / 


da：i 


^(Jb!(fe - l)!(Jb - 2)! • • • l) 1 ^ f dx k /** dx k -i … 「 S^-^^dxi, 
JkS Jx/c—S Jxi—S 


因为: ^ — j)S 当 i > j ‘. 所以 

/ > ci 5 fc - 1+ ^( 1_<T ) fc ( fc_1 ), 

若 (7 > 1 + I , 上式右边趋于无穷，当 — 0. 

注看来 f ( yi , …， y *) 应不属于 L l + i . 当 Jb = 2和 fc = 3时,可计算 J 的值， 
它们分别是 

2 1 -" ,1-^(2- a ) 

(2 - a )(3 - a )~ 厂(4 - a ) ， 


(3-2) 1 ' 


( r (2- a )) 2 r (5-3(7) 
r (4 - 2 a ) r (7-3 cr )' 


利用 Fourier 积分的 Young - Hausdorff 定理可得 


引理 2.2 积分 


e (7 fcX fc + ••• + 71®)^ 


( 2 . 10 ) 


属于 Li *(*+2)+«. 

证明 Young - Hausdorff 定理断言：若/属于 L p (l < p < 2), 则它的 Fourier 

变换属于 LP\p f = r -^—. 现取 p = a < 1 + I ,则 〆 > g + 1. 这就是说，积分 
(p -1) k 2 

(2.5) 属于 L ^ +1+ e . 因此，积分 (2.10) 属于 L ^ +e . 

注 1. 最佳可能的指数值是一个未解决的问题. 


2. 若把积分 (2.10) 看作是单变量 7 «(1 <«<*) 的函数,那么利用同样的方法 
可推出积分 (2.10) 属于 L v + e . 证明是十分相似的.因为相应于 ％ 的积分 （2.10) 的 
Fourier 变换是 


{ e(7fcl/« +- H lu+iy^ +7u-iy a ~ i + + 0 < j / < 1, 

0, 其他. 


( 2 . 11 ) 






TARRY 问题的解数 


. 265 . 


显见，当 a < 1 +/ u l ~ f ) 时，由式 （ 2 . U ) 给出的/⑼属于根据 Young-Hausdorff 
定理，积分 (2.10) 属于 L « + e . 这一点启示我们,对大的7关于积分 (2.10) 的性质应 
有某些结论.这正是下节所要讨论的. 


3. 指数积分的估计 

我们需要关于单重积分的一个引理. 

引理 3.1 设 ^{ x ) 是区间 （ a ， b ) 上的实函数，有有限多个①极大值和极小值. 
那么有 6 „ +£ 

I ^)e(x)dx = 0 h 微 W 秦 ). (3.1) 

证明当 6- a < l 时，引理显然成立.现假定 a <&- l . 我们只要证明 


<p{x)e{x)6x 




Iv >( i )| dx ) 


(3.2) 


无妨一般，可假定是单调的，若不然，可把区间分为有限个小区间，使得在每个 
小区间上函数是单调的.因为论证是完全类似的，我们可假定是递减的.由于 


广 6 yW r>> 

I v»(x)e(i)da: < / |y>(®)|di + / y>(i)e(i)dx + / |v?(x)|dx, 

Ja Ja •/[o)+l J[b] 


■w 

W+1 ' 

所以，只要证明式 (3.2) 当 a 和 6 是整数时成立. 

我们有 

疒 6 / *a+i ra+1 

I v >( a :)8 in 2 jiidx = / p ( i)sin 2 jtxdx + / v >( x)sin 2 nxdx H - 

= j: (¥>(* + <*)- V>(x + o + !) 

+ < p(x + a + 1) - <pfx + b — )sin 2 nxdx , 

因 > p { x ) 是递减的，故有 

0 < tf>(x + a) _ v(i + a + I) + ip(x + a+ 1) - (p^x + b— < tp(x + o). 

因而得到 

0 ^ f yj ( i ) sin 2 Jtxda : ^ f ip(x + a)sin 2 nxdx 


①我们说有限多个是指这个数仅依赖于 fc . 
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^ / | y >(® + a)|dr = 


可得类似结果.综上所得就证明了引理. 

引理 3.2 设 7 *，…， 71 是*个实数，及 

1 = / e(7fc* fc + ••• + 7i®)d®- 
•/o 

我们有 

/ = 0(min(l,|7ir*.- - . l7fcl _i ))- 

证明|/|<1是显然的.因而可假定 | 7i | > 1. 我们有 


/fc = / ' / c ( V ») da；i … dx fc ， 

Jo Jo 

V 1 = (®i + ••■ + x{)7fc + ■ • • + (®i + • • • + Xfc)7i. 

彡 A! J J c(0)dxi • - - difc. 


*fc)l7fc| = Vk, 


并设是 yi , --,y k 的取值区域 . 映射 （ 3.6) 的 Jacobi 行列式，’办)= 
0( 讥,…他）总是正的.这样就有 

|fc!- 1 / A: | =| / … / e (y fc + … + 5^)0(^ ，… ,y k )dyi … dy fc | 

R 丨 

^ j …卜 Vi … ^yh-idy h+l … dj/fc | / e(y h )g(yt ，…， y fe )dy A j 

=0 Q J • • • f 知 1 … dVk-ldyh+i … dy>e J 9 ^ yi '"' >^) d J / h ) 
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=0( max / ■I dxi - - - da ;* ], 

V '0<«< l 7 o Jo J 

这里用到了引理 3.1. 

我们有 

J • • • / da：i • • • da：fc < J … J dxi … dx *； $ j … j" dx^ … dxk 

«<«».<«+€ v ^ iih ^ v+i 

= V{v + 1) — V(w), 

这里 V ( v ) 是区域 

y/i = hfclOcf+ ". + 4)< % x v ^o 

的体积.因为 

其中7?是仅和 fc 及 ft 有关的常数，故有 

v ㈣ -v W = 0 ((on 

=0{\^ h \-^ h J V+l t kfh ~ l dt) 

=0( h h \ - ^(v + l )^- 1 ) 
=o(mifc+i 严 - 1 )， 

这里用到了 w < fe| 7 fc|. 综合式 （3.7)，(3.8) 及 (3.9), 就推出 
I k =0(|7 h |- fc/h (|7h|fc+l)* /fc - 1 ) 
=0(l7 h |- fc/h - 1+fc/，， ) = 0(|7 h |- 1 ). 


(3-7) 


(3.8) 


(3-9) 


这就证明了引理. 

注这引理是属于 Vinogradov 但这里给出的证明是新的，它提出了该结 
果中的某些可能的改进.利用这引理也可证明一个有关积分 (2.10) 的收敛性的定 
理，但它没有引理 2.2 那样好.因为当人 > 0时， min ( v 4 fc , …，也） 《（也 ... A ^, 
所以有 

/ = 0(min(l,|7if-7ir 1/ * a ))- (3.10) 


因而当 2 t > fc 2 + e 时， 
收敛，即/属于 L fcS+e . 


厂 … 厂 im 

J—oo J—oo 


d 7 k 
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因而有 

6 £ … E E … E Q _24A+S ) 

' , ?1=1 g*=l fc, h k 〆 


4.奇异级数 

6称为 Tarry 问题的奇异级数.如果它收敛，则显然是正的.这级数的收敛性 
可由下面的引理推出. 

引理4.1【 4 1设 ay , ao 及 g 是整数，且 g > 0,再设 


9( x ) = 


I - Kaix + oo , 


(4.1) 


(**!! • 


， ai ， g ) = 


. 那么 


j2e{g{x)/q) = 0{q 1 - l / k+t ). 


(4-2) 


引理的证明见文献 [1, 4]. 利用§6 - §8的方法可给出引理的另一个证明，实际 
上这是先前给出的证明的改进. 

引理 4.2 当《 > A 2 时奇异级数6收敛. 

证明设 Q 是仍，…，办的最小公倍数.那么有 




若不成立，则有素数 p 使得 


C … 枣 4 


(4-3) 


(4-4) 


设 b 是使得 P b 整除 Q 的最大整数.由 Q 的定义知， q u . . . ' qk 中必有一个被 p b 整 
除， 设为釙 但由式 （4.4) 知， p 整除 ^- Q , 这推出 p 整数屹这和 (*,.9,) = 1矛盾. 
由引理 4.1 可得 


I 


+ 0). 

^I)/ r 
fc +(ff( l/fc 

(^ Ee 'is? 

Euol 
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=o ( £ …… w _2t/ * +e ). 

'•91 = 1 9* = 1 ’ 

因为 Q > max ( gi , … ，办 ） > (gi … Qk ) 1/k , 故有 

6 = O ( E … E (奶… 9*) 1_2t/fca+e Y 
'■91=1 fl*=l ' 

上式右边的级数当 t > fc 2 时收敛. 

(4-6) 

注事实上，上面的方法能给出稍好一些的结果，因为我们没有充分利用下面 
级数的 性质： ^ ^ 

t … [gi … qkQ ~ 2t/k+e . 

ai=i a*=j 

对固定的考虑和 

(4.7) 

<^( Q ) = Y … y~lm 

(4.8) 


这里是对所有最小公倍数为 Q 的正整数组 ?1 ,■•- ,q k 求和. 

设 •，我们有 

°■⑼= 51 • S(p < i ,1 - - - - -v l s m ) ■■- (p l i" - ■p l . hm ), 

这里是对所有满足下述条件的非负整数 b 求和： 


max(Z y , … l kj ) = lj. 


显有 


^( Q ) = kQ ( S ( Q )) k ~\ 


这里 s (<3) 是 g 的除数之和.因为 5( Q ) = 0( Q 1+e ), 故有 


(4-9) 


=E <Q)Q~ 2t,k+E - 

9=1 


<3 =i 


= 0( ^ Q fe - 2 */* 


最后一个级数当 f > ^ fc ( fc + 1) 时收敛. 

但这还不是最佳可能结果，事实上，利用更精细的方法可证明奇异级数当《 > 
*(* + 1)/4 +1时收敛.反之，先来证明. 

引理 4.3 级数6当 f = fc ( A : + l )/4+ l 时发散. 

证明下面的级数是我们奇异级数的一部分. 
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x e (^( x+c )* + --- + 7^ +c ))| 

=HI>.E4 > - k f>O i +. + 7 a: )r 

P h k fci 1 *=1 7 ' 

若能证明，当 p > fc 时， 


那么 




6 =5^pi fc( * _1) (p- 1)V ： 


p>fc 


它是发敝的. 

我们来证明 (4.10). 设 X = p k ~ l y^z , 我们有 


liO.. + 护） 

= E <^ + ' + ^) E«(^ - 


(4.10) 


除 P 整除2外,上式的内层和必为零.作替换2 == pu ; 就得到式 (4.10). 

为了确定 f 的最佳上界，我们需要奇异级数的一个更简洁的形式，它将告诉我 
们奇异级数的算术意义. 


5. 奇异级数的算术性状 

引理 5.1 我们有 

© = E | < 3 _1 X] e ( afcxfc + '" + 0lX ^ < 3| 1 (51) 

<5=1 ( o *,-,<» 1 , Q)=l x=l I 

这里 a !, …，叫中的每一个均遍历模 Q 的完全剩余系，且满足 ( a fc , ••- , ai ,Q) = l. 
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证明引理是下述事实的直接 推论： 对应 

= ai, l = ,k, 

Qi 

其中 Q 是仍，…，办的最小公倍数，是式 (1.5) 的求和 范围： 

® = 1.2, 3, ••• , ( ftj , qi) = 1, 1 < /ij < qi, / = 1,2, ••- ,k 

与式 (5.1) 的求和 范围： 

Q = 1,2,3,--- , ( a *：, ••- ,ai,Q) = 1, 1 < a ! < Q , l = 1, ■■- ,k 

之间的一一对应.这是一个几乎显然的事实.由 

g i … 9 * Q 

就推出引理. 

定义设 iV ( p 〃） 是同余方程 

*1+• ••+*? = y? + • • • + y t fc (mod p~>), 

I K： k, 1 ^X,y ^p 1 

的解数. 

引理 5.2 我们有 

P~^ 2 t ~ k) N^) = E E … I ： Pe((o fc x fc + •■• + a.xWT. 

t =0 aj=l afc=l ' i=l 

…， Ofc ) 

证明显有 


外 7 ) =士 H … E I Z ) e (( a fc zfc + … + aia ：)/ p 7 )j 


2( 


~p~! k 

1 

~ p ^ 


Ofc=l 1 x=l 

! T v’ p 1 I P 1 ,2( 

12 5 Z ••• J2 心“叫/十…+叫)/ 〆 ) 


1 7 p y ~ m p T _ m p，- m 

E … IZ P m Y1 e((&fc ； c* + … 

y m=0 61=1 6 fc=l ，一1 


+ b 1 x)/p^~ m ) 


(5.2) 
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=p 2t-r-Tk L … Z |p f XI e (( 6 * a：fc + … + ㈣ /P’) I . 

1=0 61=1 6fc=l I *=1 I 

pf(6i,-,6*) 

这就证明了引理 5.2. 

因为式 (5.2) 的右边是奇异级数的一部分，所以由引理 4.2 知，当 t > fc 2 时,存 
在极限 

d p = r lim 

这称为是 Tarry 问题的 ^adic 密度.由于6的绝对收敛性，容易证明当 t > fc 2 时 
有 

6 = 1] 办. (5.3) 

p 

这就是奇异级数的算术性状.在§6 - §9,我们将对 f 的最佳可能的下界来证明式 
(5.3). 


6. 同余方程解的 p-adic 展开 

设 P 是给定的素数 ，/ > 0是给定的 整数. 再设 9 l ( x ) 是模V的 n 次整系数多 
项式，以及 r 0 (> 0) 是使得〆•。整除 .7,(1) 的所有系数的最大整数，再设I'是 

p ~ r ° g \{ x ) = 0(mod p ), O ^ x 1 <p (6.1) 

的解.记 

92 ( x ) = p - ro g 1 {px + x , ). (6.2) 

代替仍 (rr) 和模 V 我们来考虑 咖) 和模 P l _' 这样就有 p 的最高方幂 n 使得 
P rt 整除 gi ( x ) 的所有系数，显有 n > 1.设； c 〃是 

p ~ ri 92( x ) = 0(mod p ), 0 < x w < p (6.3) 

的解及仍⑷ = p ^ g 2 (px + x f '), modp l - r o - r ， t 等等. 继续这样的步骤，直至 e 步后 
我们有 ro + .-.+re-! =/,^ g e ( x ) 的所有系数被 pl-r,- -r^ a 整除 
形式上，我们用 

x ' + px " + • ■ • + p e-1 a; (e) (6.4) 

来表示所考虑的 

9 i(x) = 0 (mod p l ) (6.5) 
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的解. 

引理 6.1 同余方程 (6.5) 在上述意义下的解数至多为 n . 

证明设： r ' 是 （6.1) 的 m 重根，我们只要证明 (6.3) 至多有 m 个解（按重数 
计).亊实上，设！ c 、， a /2, … 〆 》是 (6.1) 的解，相应的重数是 T » i ， m 2 ，… , m v . 这样， 
就相应地有 v 个仍 ( a :)， 这 v 个方程 (6.3) 的总的解数< rrn +…+ m „ 彡 n . 

可以假定^ = 0. 按定义我们可记 

V~ r °9\(x) = x m h(x) + pj(x), 

这里 jOr ) 是次数小于 m 的多项式，及 pf / i ⑼.因而有 
52 (*) = p m x m h{px)+pj{px). 

这也就证明了 n < m 及 

P~ r 'g2(x) =p m - r 'x m h{px)+p l -^j(px) 

= p m-r 'a : m / i ( O ) + p l - ri j ( px)(mod p), 

这是一个次数的多项式. 

7. 多项式的特征指数链 

设 

f{x) = a k x k + ••• + aix + ao 

及 pt (® fci ••- , ai ). 再设 

x = x' + px" + … + p e-1 x( e ) 


f(x) = 0(mod p l ) 

在 §6 意义下的一个解. 

设 W 是最大整数使得 p Ul 整除以下多项式的所有系数: 

f(px + x’) - f(x r ) (= P u, /i(x)). 
再设 U 2 是最大整数使得 pw 整除以下多项式的所有 系数： 
/!(px + x w )- /i(x w ) (= P U3 / 2 (i)). 


(7.1) 

(7.2) 
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因为 

^{px + x")- hix") = P~ U1 (f^x + px" +1^- f(px" + X% 

所以 P u * + ua 是整除以下多项式的所有系数的 p 的最高 次幂： 
f(p 2 x + X 1 + px") - f(x' + px u ). 

类似地，我们定义 « 1 ,« 2 , …，直至 u e , 它称为是关于多项式 f'(x)modp l 的解 （7.1) 
的特征指数链. 

引理 7.1 我们有 

fc ^ «1 ^ 112 ^ ^ tie ^ 2. (7.3) 

证明按定义显有 Ui ^ 2 . 只需要证明 Jfe > > U 2. 无妨一般可假定 I '= 

X" = 0. 因此 

f(px) - / ⑼ = a k p k x k + ••• + aipx. 

显有 m ^ k , 因为 pt (办 ，…， a !) .从 Ul 的定义知 

p ' 1,-1 |<* i , P u ,_2 | a 2, ' • , p | ou ,- i . (7.4) 

若 u 2 > 叫则由 u 2 的定义，即整除 /( p 2 ： r ) - /⑼的所有系数，推出 

pUl +t* a -2 |ai ， pUl+U3 -4 |oa ， … pU.+^-aa,^ 

因而有 

P Ul |ai，p Ul_1 |a 2 , … 

这意味着 p ut + 1 整除 /( pi ) - /(0)的所有系数,这和 Ul 的定义矛盾. 

引理 7.2 我们有 



证明无妨一般可设 

x ' + x"p + ••• + a : ( e ) p e_1 = 0. 
这样，由定义推出 f '{ p c x ) 的所有系数被 V 整除，即 


亦即 


p l \ va u p e(v ~ l) , 1 / = 1，2 ,…， ft . 
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忘 I. 


f ( p e x)-m 的所有系数被 ^~ v 整除，这里 〆 =所以 


ui+'-- + u e ^l + e — 


log*' 

. logp . 


因为 ( p ^ vXp ^ Kk . 

引理 7.3 设 e ' < e . 那么，存在具有给定的前 e ' 个特征指 数组: 


ft 彡 Ui 彡 U2 > ■ • • > « e » > 1 

的根的多项式的个数等于 

pe'-lk- 去 in (it! -1} - J11.’ (《•’ -1) • 

证明这样的根的可能选取的个数是 p e '. 假定这根是0,然后依次应用式 (7.4) 
就得到引理，因为条件 (7.4) 以因子 

p —1— 2― ••-( ui —1) _ p -§ uj ( ui - l ) 

限制了 ai ，…，取值的可能性. 

8.指数和 

设 Pt ( afc , …， ai ) 及 

/(*) = a k x k + ••• + Oia : + ao ) 

再设 

W 

Sr 是最大的整数 使得纩 整除 f \ x ) 的所有系数.显有 r <职 
引理 8.1 若$不是 

pW /' O 1 ：) s O(mod p ) (8.1) 

的解，那么当 i > 2灰+ 1时,我们有 

P 1 -' 

e (,(《 + p x )/p , ) = 0 . 





- 276 - 


华罗庚文集 


证明设 a : = y + ^- r ~ 2 z , 我们有 
p'-' 

^ 2 e ( f (^ + px )/ p l ) 
p 1 -，- 3 〆^ 1 —l 

= 5Z H e(/(^ + py + p l ~ r ~ l z)jp l ) 

p'-^- a p r+, -i 

=^2 e(f(^ + py)/p l ) ^2 e{f{i + py)z/p r+1 ) 

y=l z =0 

=0， 

因为， +1 t 尸⑷. 

引理 8.2 设《是 （8.1) 的解，以及 P U | 是整除 /(pi + O -/( O (= P u y ( a 0) 的 
所有系数的 p 的最高方幂.那么，我们有 

J^e(f^ + px)/p l )=p u '- 1 e(m/p l ) P J^ e(g(x)/p l ~^). ( 8 . 2 ) 

证明我们有 

p 1 - 1 

E e _+ p *)-/( o )/ 〆 ) 

*=i 

p 1 - 1 p '— 1 

= Y1 e (9( i )/p i-u, )=p u,_1 S e (»( i )/p ,_u, )- 

X=1 Z = 1 

由引理 8.1 和 8.2 知 

v' p 1 一 -i 

^2e(f(x)/p l ) = '^2p Ul ~ 1 e(f^)/p l ) ^2 e(g(x)/p l ~ u, ), 

*=i 4 *=i 

其中《遍历 （8.1) 的所有的根，以及 Ul 和 g 与€有关. 

如果重复利用这个方法，这指数和就被分解为至多 fc - Z 个部分和，其中的每 
—个在§6所说的意义下对应于一个根.当然，应该注意到 l > 2 W + l . 

设 〆 是最大整数，满足 

I 一 Hi _ . • • 一 tie ，一 1 > 2.W + 1^1 — Hi — • • • — Ue 1 ■ 

引理 7.2 保 证了 〆 的存 在性. 以卜 x ，+ px f, + " • + 〆 -^*')表示这些根的一个 
代表.那么对应于这个根的部分和等于 

p l ° 

e 2mmW p m + … + Uc ,_ e , E e 2 * ih (*)/P ，0 , (8.3) 
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其中 

lo = I — ui — — u e i, 0 ^ /o ^ 2W + 1. 

因此，对应于具有链 ( Ui ,-" 的这些根中的一个部分和的绝对值是 

< p«x+- +«.--e ， . p lo = p l-t' (8.4) 

设 ， , 

A(j> 1 ) = XI … S S e (( afc2：fc + … + ai 1 )/^)! - 

afc=l ai = l 1 ^ x=l ■ 

pf ( o *,—. Oi ) 

P 1 

把内层和乞按照 f '( x ) = o ( modp l ) 的根（在 §6 - §7 的意义下）分为 
1=1 

Si - " 

利用 Holder 不等式，得到 

| + •••+ <•,•') 「 w- f ： | & 厂 . 

因此， A ( p l ) 不超过和 


p- 2 “Ei _ 2t ， 


(8.5) 


其中 S ( f ) 对应于一个部分和，这个部分和相应于以《为根的一个多项式.对应于 
一个给定的链 


ui ， u 2 , … 


多项式的个数是 


d . - 

以及由式 (8.4) 知每个和是 

^ P l ~ e， - 

因此，所有那些部分和（它们中的每一个对应于具有链 UU ■■- , u el 的一个根）的和 
是 

彡 - .p~ 2e，t _ 

对的，…，〜，.所有可能的值求和，得到 


A[p l ) = O (y^p c ' +lk -i v t<,ni-l) - ju. ， (t* e ， -”-2e’t) , 


(8-6) 
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其中求和范围是 


fc 彡 Ul > U 2 彡" .彡 tt 〔彡2, 


及 


2 W + l ^ l - u x - u’ e > 0. 


式 (8.6) 的右边的项数是0(内.事实上,我们考虑 


• + u'e = I ' (8.7) 

的解数.假设在圯，…， ix ' e 中有 efc 个等于个等于 fc - 1，…，及 e 2 个等于 
2. 那么 

0^*e fc ^^,0 <(fc- l)e*_i < 〆，…，0 < 2e 2 < Z，. 


因而有 




o ^- 1 ) 


组不同的…， u e , 满足 (8.7). 对 = i 一 2 W -1， … ， Z 求和就得到所要的结论. 
现在我们来求在式 (8.6) 中具有最髙指数的项.对给定的 e '， 我们来 证明： 


u , = ... = u l ,_ [ ^ ]e ,= [^7] +1. «, ， _ 【外 ， +1 =…=…’= [•] (8.8) 

给出了式 (8.6) 中具有最大指数的项.这是下述不等式的一个 推论： 若 u > ^ + 1,则 


u(u - 1) v{y — 1) (« — 1 )( 1 * — 2) v(y + 1) 

~~2 + ~2 > 2 + ~~2 ~~ ’ 

即若指数中的两项所相应的 u 和 v 之差 > 2,那么可分别以 u - 1和 V + 1来代替, 
且这样得到的项给出了一个更大的指数. 

在情形 (8.8), 这个指数是 


— 耶卜 ) 撕署 ') 


(8.9) 


设 


(8.10) 
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f= 1*(* + 1) + 1+<5. (8.11) 

当时，设 Z， = e ， m,m < fc , 我们有 

4>(e') =e' +■ e'mk —皆 m(m — 1) ■— 2e't 

=e f (1 + ^m(2fe — m + 1) — 2t^ 

<e'(l + ^k{k + l)-2t) < -(1 + 2<5)c / 

=~ (1 + 2 S )^ ^ —(1 + 2 < S )^. 

在情形 e' W , 设 Z' = e'm + ei,l < e t < e , ,m+ 1 < fc , 我们有 
<t>[e') =e r + (e'm + ei)A: - ^m(m — 1) - 2e't 
<e'(l + + 1) - 2f) = -(1 + 2S)e 

因而有 

沴 (〆 ） < -(1 + 25) l ~ 2 ^~ 1 . 

综合这些结论，得到 

引理 8.3 当 t=^(A: + l) + l + ( 5 时，我们有 
A(p l )=0(l k p~^ +2S ^). 

事实上，若则有 

O 乎= 0(1). 

引理 S. 4 当 *>^:(* + 1) + 1 时，产 8 ^ 密度 3 |> 收敛 . 

证明 

9 P = f^A{p l ) = 0 ff ： /V (1+M) i)=0(l). 

i=o \i=o J 

注容易证 明：当 《 > Jfc(fc + 1) 时 padic 密度％ 收敛，以及当 t = ifc(Jfe + l) 
时发散 . 4 


( 8 . 12 ) 


(8.13) 
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引理 9.1 当 f 彡 7 fc(* + l) + l + «5 时，我们有 




A(p l ) = 0(p- ( 1+2 *)). 


证明由引理 8.3 可得 

£ A(p l )=o( l k p^ l+2S ^) 

l = k+l \ l = Jb - f-l ) 

=0( (m + fc + l)p-( 1+2rf )f .p-( 1+2a )) 

引理 9.2 当0+ 5 >时，我们有 
A(p) = 0(p-0+2i)). 


证明由 Mordell 定理⑺可得 

… H I - H e (( a kX k + ■ • • + aix)/p)| 

®l=l o*=l i=X 


<Oi 


(p (2t - ： 


a*=l i=l 
2fc)(l-i)-2t+fc, 


1 P P P 2fcv 

p E … H E e((a k x k + … + an)/p ) 

^ oi=l 0^=1 x=X ' 


=0(p 2( *-*) <1 -t)-«+ 油 ) 
=0( p -( 1+M >). 


引理 9.3 当《=^*(* + 1) + 1+各，1»>*时，我们有 

A{j> 2 ) + •. • + A(p k ) = 0 (p _(1+2i) ). 

证明现在有取 = 0.f 可能的取值是 f 或 Z - 1•由式 （8.12) 及 （8.13) 得 
0(eO <-1(1 + 25)^ <-(1 + 25) 当 e |Z 

< -(1 + 25)— ^ < —(1 + 2 S ), 当 ef 乙 
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因为现在分别有 m < f ' 或 m + 1 < K 因而得到 

A ( p 2 ) + …+ A ( p k ) = 0( p ~ (1+2S) ). 

综合引理 9.1, 9.2 和 9.3 得到 
引理 9.4 当时，我们有 

d p -i = o ( p _(1+M) )- 

引理 9.5 设*彡3.当*>^*(* + 1) + 1时，无穷乘积 

V 

绝对收敛，且 

6 = ] Jd p . 

p 

注用类似的方法可以 证明： 当 f > 3及 A = 2时，6收敛.但对这种情形, 
我们可求出6的精确值，即 



能得到当 ifc > 3时的最佳可能指数是十分幸运的.事实上当 fc = 2时， 4{ p ) 的贡 
献是这结论的最本质部分.当 fc > 3时要求出 A ( p ) 的最佳可能的阶是十分困难的. 
幸运的是，当 t > 1时,对代替 A ( p *) 的控制项我们能得到它的最佳可能估计. 



10. 几个引理 


设⑹= min ($ - 

引理 10.1 设7 

■>h 



卜-会 |<$， (h,q) = 1, 0<q<p a . 


那么，满足 

<<«/) < — , / f + N 

( io . i ) 

的整数解 y 的个数是 

<2( V r + 2 r )( AT 9 - I + l ). 

(10.2) 


V 

㈣)/<»</ + » 


证明只要 证明: 


(10.3) 
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的解的个数 <2 (V + 2 t ). 记 


» = / + *， a = ^ + \^\ < 1 


我们有 


其中 


hz Tt ?2 hf 

=— + -^ 2 - + — + 


Tiff 

7 


hz 4 - [ c ] + { c } + Tdzjq 


\- r 9 z / q \ < r , 


c = hf + T'df/q. 


当 g < 2( V +2 t ) 时，结论是显然的•当 2 遍历模的完全剩余系时,《; = hz +[ c ] 
也是这样.因此 

_ u; + a{vi) 


其中 

显见，满足 
的那些整数 w 给出 


r < {c} - r < ct(uj) 《 {c} + t < 1 + r. 

V+T^w<q—T—V—\ 

V w + a{w) V 
一 ^ - <1 - , 


(10.4) 


它们不满足式 (10.3). 满足式 (10.4) 的整数也的个数> g - 2 V - 2 r - 2. 所以，满 
足式 (10.3) 的整数个数 

^ q -( q -2 V -2 T -2) = 2 V + 2 r + 2 K 2 {V + 2 r ). 

引理 10.2 设 K >1， 及整数，…，满足 
>lo = lW(r + l)F r ， 


那么，由方程组 




1 A „- r u s 

可推出 + + 是外 ，…，〜 的整系数线性组合，即 

k 

(* + l)fc--(r+!)«,. = 52 a,.,*/,, 


(10.5) 


( 10 . 6 ) 
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此外 

0{Y a ~ r ). (10.7) 

证明当时引理成立.假设引理对 fc ，( A -1), …， r +1 都成立.那么, 
由式 (10.5) 及归纳假设得到 

(fc+1) - - - (r+l)u r =(fc+l) - - - (r+2)(i/ r - ^2 

*=r+l ' ’ 

=(fc+l) … (r+2)i/ r - 'YL ( 二 】 )|' r ^ 1 ^j(*+ 1 ) • • • (s+l)u« 

=(fc+l) --(r+2)«/ r - ^ 

s=r+l 、 / ' u=s 

这样，当 A : > u > r 时有 


(” 1 卜点 

这显然是一个整数，以及 

aru = o( ^2 l^.-rllo^A = 0 (Y a ~ r - Y u ~ a ) = 0 (Y v - r ). 

'•u^t^r+l ' 

当 u = 7 •时,显有 

Orr = 0(1). 

引理 10.3 设心，…，^是 实数. 那么，对整数“，..•山我们有 
\«=1 / >=1 

这引理是下述简单事实的一个 推论： 


± fe >< «!) + (&>. 


11. 单个和与平均值之间的桥 

引理 11.1 设叫，…，勿是实数，及 

f{x) = ocicX k H - h aix. 
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假定0 < & < i,r 是任意整数，以及 

乂 1 … 乂 1 丨艺 e (/( a; )) 「 1 da 1 • . do* = 0( 户 L +1)+51 )’ (H I) 

符号 O 所含的常数可与 h 及 A 有关,但后面将取 h 和&作为 fc 的函数. 

设 仇 +1 ，…， A 是实数，及 

F(x) = 0 k+ ix k+1 + ■ ■ ■ + 0 ix. 


设 r 是一个整数， fc + 1 > »■ > 2,假定 

k 


那么，对任意的 T， 我们有 
r+p 

S = Y 1 e(F(i)) = O 

a=T+l 

其中 


- 会卜 * ， (M) = l ， i“<P r 

(广勹， 

卜 ( 卢广 ） 


广 1 < g 4 P r , 


( 11 . 2 ) 


(11-3) 


1 — <5 i 


r 2 ii + fc +1 

证明这个重要的技巧是属于 Vinogradov 的•对 0< y$Y<P, 我们记 


(11.4) 


T+P 

5 0 = 5Z e(F(x + y )~ F { y )) = ^ e(<^(i)), 

x=T+l x=T+l 


其中 

及 


T+P 

x=T+l 

4>(x) = Yix + • • • 4- Vfc+ia : fc+1 ， 

^=^W = ^|? F W 

=( 灸: — ••+(): i ) 泛 j+w + 内. 
显然有 IS 0 I = 问 + 2 办 , |<9| < 1. 因此 

Y 

|5 , Ky - 1 Ei s » i +K 
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应用 Holder 不等式两次就得到 

Y 

|5| 2£ > (( y - 1 ISol ) 2 *' + K 2tl ) 

»=i 

=0(1^ 右 |5 0 |«* + Y 2t ^. (11.6) 

设 

T+P 

Si= e(o ； i：c + … + Q ： fcZ*+J0* +I a:* !+1 ). 

x=T+l 

对固定的 y,¥,,■■■ ,Y k 也随之 固定； 我们考虑那些满足 

{ai-Vi}< \P~ 2 Y, ••- ,{a fc -n}< \p- k ~ l Y t 0 < a* < 1 

的《1，…，叫.以 a(j/) 表示由这样的 («!,••• ,a fc ) 所构成的 区域. 若叫，…，叫属 
于 n(y ), 则有 

5 0 = 5,+O(n 

因而有 

|5 0 | 3tl =O(|5x| 2t *) + O(r 2t '). (11.7) 

结合式 （11.6) 和 (11.7), 得到 

|5| 2t * =0(|5,| 2tl ) + 0(r 2tl ), 

在区域 /2(y) 上对两边积分，我们有 

|5|叫 =0(i>** ㈣…/ l^l^daj-.dafc) +0( 产)， (11.8) 

因为 

J … JAai … dc»fc > 亡 (•P _(i+1 )y) = p-ifc(fc+i)-fcyfc 

3 n(v) i=1 、 2 ’ 

现在我们来估计重叠的 a(y) 的个数 •假定 O(y) 和 Q[y 0 ) 是重叠的.那么有 
㈣)- Kr(yo)> < P- r ~ l Y, l^r^k. 

令 tv = Y r {y) - Y r {y 0 ), Uj = A+i({/ - y。)， 及 
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那么从 (11.15) 推得 

叫 = E ( s 1 1 )^+i(» fl " r+1 - i/r r+1 ) = E ( s t u - 

利用引理 10.2 和10.3,我们有 


〈^^叫〉 < tMM =°( i ： Ya - rp - a - iY ) 

=0{yp- r ~^), 1 < r o. 

以 r 一 1 代 r 得到 

〈 |^]|A(y-i«))〉= o(yp- 。， 2<r^fc + l, 

其中 

l ^y^Y. 

由引理 10.1 知，满足式 （11.9) 和 (11.10) 的整数2 / 的个数是 

妄 + 0 ), 


因为 

所以在单位超立 方体: 


<7彡|尸和 K $只 
0 ^ oi ^ 1, • • • , 0 ^ a * < 1 


(11.9) 

( 11 . 10 ) 

( 11 . 11 ) 


(把它称为 A : 维环面更好，即把边《< = 0和％ = 1看作是同一的）中的任意一点 
(« 1 ,- •- ,ot k ) 至多被 fi(y),y = 1,… ， y 覆盖^次.因此由式 (11.8) 可得 


|5| 2£i =o^piM*+i)+k r -fc^^y … J Hdfdc**) +0(y 2t ” 

+ 1、J: … J: l ^ l ^ da !- -da k ) + 0( y 2t '). 

( 11 . 12 ) 

因为 


d—pdwdafc ^ 1 … 乂 1 亡 e(/(a 0) 2 
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由式 (11.1) 得到 

j S |2ti = q ^p\k{k+l)+k Y -k-l + i^p2ti-Jfc(fc+i)+<ij + 0{Y 2U ) 

_Q ^p2tj+fc+iiy-fc— 1 (卢 + 1))+0. 

取 

{ [ P 1_5 I I ^ I ) + 1, ^ ^ 9 ^ Pr_1 ' 

卜 广二 1 +1 , p-i < g 4 P\ 

就推得引理. 

引理 11.2 在引理 11.1 的相同假设下,我们有 

T+P 

S= J2 e(F(x)) = 0(Pq- fi ), 1 < 9 < p. 

*=T+1 

证明把这个和式分为不超过 f 部分，每一部分是一个长度为 Q 的和， Q 满 


由引理 11.1 可得 


=o(^Q l ~ 1/p ^j =0(Pq~ 1/p ). 

12. 指数和估计 


引理 12.1 W 设 

/(*) = ctkX k + • - • + diar. 
再设 h = h(k) 是由下表所定义的 整数： 
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引理 12.2 P 1 在引理 12.1 的同样的假定下，我们有 

j : … f \ - dQfc = o ( P 2 t ,_ 5 fc ( fc + 1 )+*+ e ), 

其中 

{ -k(k + 1) + lk, k = 0,3(mod4), 

~(k 2 + k + 2)+lk, * = l,2(mod4), 

以及 t 

<J(*)=J = ^fc(* + l)(l 一 士)， l^k. 

综合这两个结论和引理 11.1, 就得到 
引理 12.3 设^是由下表所定义的数： 


fc 2 3 

4 5 6 7 8 9 

10 11 

>11 


< r fc 4 9 

20 51 130 319 768 1781 

4078 9201 2 ifc 2 (2 ]ogfc + loglogfc + 3) 

设 A : > r 

彡2,及 





|私_会卜 ★’ （ M) = 

1， 1 ^ < p r ； 


(12.1) 

再设 

/(*) = ClkX k + … 

+ oeiX . 



那么，我们有 

Ee (/( x )) =0( 〆 - 六，， 

P < q < P r_1 


(12.3) 


X=1 





= 0 ( Pq ~^ +e ), 

1 < 9 < P- 


(12.3) 

证明当 fc 彡11时,这是引理 11.1,11.2 及 12.1 的直接推论，这里取心 

= e 及 


<7fc = 2tl + fc + 1 . 

当 fc > 11时，我们利用引理11.1，取 

S^Sik-l), 

定义见引理 12.2. 这样，由引理 12.2 得到 

I =( 轉 - 1) + vm 啡 —K 1 _ 占 y) 
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+2认)/(1 - * fc(fc - 1)(1 - 占 )） 

<(•0+2 认 ) (l + *= 2 (l-^)). 

卜 )( 1 - 占 ) , 4 

因为，当0彡 a :< •时， （1- x )- 1 < 1 + 2 ;c •取 


(12.4) 


(12.5) 


则有 


[ 21 ogA : + loglogfc l 

卜 

I < A :(21 ogfc + loglogfc ) + 1 


因为 




log *:. 


-log 


H) 


:( 卜 


2^ + 3 F H 


( 12 . 6 ) 


所以，当 A > 11时， 


卜 (| fc2 + 2* 2 (21ogA: + loglog*:) + 2*) (1 + 

<2* 2 (21og* + loglogfc +i + i + 宇宇 + -^- + 

\ 4 k logA 41ogft klogk J 

<2fc 2 (21ogA: + loglogfc 4 - 3)(= CT/t). 


由式 （1 2 .6) 知，式 (12.5) 确实成立，所以我们就证明了式（12.2)、 (12.3) 是引理 11.2 
的推论. 

引理 11.1 的另一个推论是 

引理 12.4 在引理1 2 .3的相同条件下，以及*彡11,我们有 


E </(*)) = 0 ( pl _ St + e ( pfcT ) *) -，- 1 ( 12 . 7 ) 
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当 fc > 11时，目前我们还不能得到如此精确的结果.我们给出下面的部分结 
果，它将在以后用到. 

引理 12.5 在引理 12.3 相同条件下，以及 A > 11，我们有 

p 

^ e (/( x )) = OiP 1 -^), P r ~ l < (12.8) 

X=1 

这里 

p' = 40 A : 3 logA :. 


证明由引理 11.1 可得 


取 5 i = _ 1〉,及 

就有 


r_4iog*_i 

Liog(i-i)J 

l < 4 fclogfc + 1, 






如同不等式 (12.4) 一样，我们有 


(2ti {k — 1) + k + \) / (jr - 

<(l 〜 *)/a_ 幻 ； 

< + 8fc 2 logfc 4 - 2fc)4fc(l — g) 

<40*: 3 logA:. 

注由于下面将得到更好的结果,所以我们不再充分利用我们的方法了. 


13. 关于指数和估计的几个注记 

前面的指数和估计都依赖于多项式的单个系数 1(2 < r < A ) 的算术性状.看 
起来很象是一个满意的结果应该是依赖于系数 a fc ,--, a 2 全体的算术性状.这样的 
观点由下面的结论（引理 13.2 及 13.3) 所支持. 
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引理 13.1 我们以⑹表示它到离它最近整数的距离.设…， X 4 是整数， 
及 （/ k , gi ) = 1,1 < i ^ fc . 那么，不等式组 

(^h\ ^ 1 ^ i < ft , f<x^f + N (13.1) 

的解 x 的个数< II min (2 V ； +1，其中 Q 是仍，…，办的最小公倍数 • 

证明引理是下述命题的显然 推论： 不等式组 

〈令〉4 1 < * < A :, f < x 4 f + Q 

k 

的解 I 的个数 : r $ I ] minO ^ V ； 十1， 9 i ) .由于这里 x^ix-f 同时遍历模 Q 的完全 
剩余系，所以无妨般可假定/ = 0. 进而定义整数2/为 
y = xAi ( modgj ), 1 < t < A ;, 

它是模 <? 唯一确定的.还显见，当 r 適历模 Q 的完全剩余系时 y 亦是如此.因此 
T 等于不等式组 

〈 f 〉4， 1 ^ ^ 。〈以公 
的解数.显见，当> 2 M + 1时，这不等式组等价于 

y = l,- -,Vi； qi-Vi, - ,qi(modqi). 

在模 Q 的一个完全剩余系中，这样的！/的个数< + l 1<7i ), 因为同余方 

程组 

x = ri ( modgi ), 

对的解数彡 1. 

引理 13.2 设 

f(x) = ^± ix * + 

9 fc+i 

在引理 11.1 的相同假设下，我们有 

5 = 0{P l ~ p ), (13.2) 

只要满足 

1 < 9 r < P r ~\ 2^r^k+l, P^Qi, 
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这里 Qi 是％，…，92的最小公倍数 • 

证明我们用证引理 11.1 的相同 方法. 代替式 (11.9), 我们有 

/ {k + l )\ h r + i^_A < CiY p-r t i^y^Y, l^r^k. (13.3) 

\ r ! q r +i / 

利用引理 13.1, V r = [Cxq r YP- r ] + 1,可得 (13.3) 的解数是 

°((^ + 1 )A min ^ qrYP ~ r + l,Qr) ) 

=0((^ + 1) mm(q r p- r+l + l , g r )) 

=0 ⑴. 

由引理 11.1 中所用的同样的方法，我们就得到 (13.2). 

我们能用引理 11.2 的方法 证明： 当 A < P 时，有 

S = 0(,PQr 1/p ), (13.4) 

但有时我们能用下面更强的结果. 

引理 13.3 设 

/(«) = —X* + ••• + —X, {hi,qi) = 1, q t > 1, 

9 i 

A 是 <7 fc ,.. •，仍的最小公倍数，以及 Q 是 Qi 和*7!的最小公倍数.那么，我们有 
p P Q 

1>( 汹 )- 吾 5>( 刺 = W • Qr~ 1/k+C )- (13-5) 

i=i v i=i 

证明由引理 4.1 可得 

p Q 

Qj2e(/(x)) = 0(PQ-^ k+e )， 

所以，只要 证明： 当1在 P < Q 时有 

f >(/( a 0) = O ( Qd . (13.6) 

*=i 

设 Q = d Qi . 记 


Qf(x) = g(x) = a k x k + ••• + a 2 x 2 + aix. 
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容易证明 

因为 

故有 


(a*, - - - , a 2 ) = d. 


(13.7) 


1 Q p 

g Xj 5Z e ( n ( m _ *)/0)= 


1 , l^X^P, 
o, P + l^x^Q, 


X] e (s(x)/Q) = e (9(x)/Q) i 5^ 5Z e (n(m-x)/Q) 

x=l ^ n=l m=l 

⑻ / 公) + ^ e ( mn /Q)\^ 2 e(. 9 (x)-nx)/Q). (13.8) 

*=1 n=l \m=l / i=l 


由引理 4 _1 知第一项的绝对值是 0 (PQ-^ k+e ) = 0 {QQi l/k+e ) 因为 




以及由引理 4.1 知 


—咖/(?) | 、 | simm/Q I 、 {n/Q)' 


- nx)/Q) = 0(Qd 


所以我们有 


/k+e 

= 0 (QQi 1/k+e ) + 0 ^ 1/k+e ^ 

= 0 (QQ： l/k+t ). 

这就证明了引理. 

当 Q < P 时有 

p 

^e(/(x)) = 0(PQ- 1 / fc ), 

X=1 

这是一个比 （13. 4 ) 更强的结果.对小的 Qi 这两个估计都是不好的.下面的简单引 
理有时可弥补这一缺陷. 




E < 9 (x)/Q) =0(PQr 1/fc+e ) + <?((?「 1 
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引理 13.4 若则有 

P 

X ； e(/(x)) = o(g). 

X=1 

证明当尸 < Q 时，引理是显然的.假定 C ?<_ P . 设3； = (2成+ 2：,这里 
• P-Z 


1 ^2 0 - 


因为 qi\Qx , 故有 


I P I | Qi (P-z)/Qx - 

I ； e(/W) = E e (/W) E e 2 咖如叫 
I 1=1 I I 2=1 y=l I 

< g 1 max |^ e 2,li,，lQl,, /«'| 

<Ql Jh^M <Ql J^) =Q - 

14 . 定理的解析形式 


T{ai, - ■ , afc ) = e ( g fc x fc + • • • + aix ). 

*=i 

由函数系 e ( nx ) 的正交性可得 

r t(P) = ^ … j 。 \T(ai, ■■- , a fc )| 2t dai 
由函数 T ( ai ，…， a fc ) 的周期性知，我们可表为 

n(P) = j … j J k | r ( c » i ， …， afc)| 2t daj • 

其中 

n=PK t i/ = P i '-^ +0 , 2 < j / < jfc , 

及 

1 

大家知道，对 A : 维空间的每一个点 （ ai ，… , a fc ), 必有一个有理点 (# ，_ 


• dafc , 


使得 


a^ = — + 0„, {h„, q„) — 1 , \P„\ < — , 0 < 9 k < t v . 

Qv q v Tu 


(14.1) 


(14.2) 


• h i) 

(14-3) 
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是由队 所确定的区域，并满足条件 

1 < 如《 P 忐-如 (2 < 1/ ^ ft ), 1 < 91 < PH +' (14.4) 

容易证明，这组区域中任意两个都是不相交的.事实上，假如 

相交，那么除了对所有1/ 有& = 成立的情形外，必有一个 t / 使得 


1 ^ IM^ - h r v q u \ \h u I 1 , 1 ^2 ( \ 1 \ 

w, 、 ~~^ = l^ _ ?:n^ + ^ ： ^^ inax t-? ： J- 

即 

^ < 2max (如， <?C) I ^ 2I J^ T' a V>1 ' 

{ ^2Pi~*- a , i /= 1, 

而这是不可能的. 

以丑表示区间 


中除去所有这些区域 OT 后所剩下的部分.我们设 


及 

这里 


T(X> = j. • • j l r ( ai ’ … ， a *)| 2 *dai … da/t (14.5) 

E 

r( 2 )= ? 《 H )， （i46) 

K H _.. '^) = / '/ … da *. (14.7) 

an 


这样就有 


r t (P) = r (1) + r (2) . 


( 14 . 8 ) 
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15. T (1) 的估计 

引理 15.1 设 («!,••• ,Qfc) 属于 E, 且满足 （ 14.3) 及 

1 < < pA- 2<r , 2 < 1 / ^ (15.1) 

那么有 

T( ai , - ,a k ) = 0{P x ~°). (15.2) 

证明对任意的 n, 由引理 13.4 可得 

5 n =5^e(^c* + ...+ ^r) = 0 (gi ■ • ■ ?fc) 

=0(Pi(PA -2a )* -1 ) = ©(P 1 -*- 2 ^*- 1 )). (15.3) 

因而有 

p 

T(ai, ■■- ,a k ) = y^jS x - S x ~i)e(/3kX k + ••• + 0ix) 

X=1 

= (e(0kX k + •••4 - P\x) - e{Pk(x + 1)* + 

+ ^(i + l))) +5pe(^ fc (P + l) fc + ... + A(P + l)). (15.4) 

因为 

e(/3*x* + ••• + 0ix)- e[fi k {x + l) fc + ■ • •+A(x +1)) 

=0(|^ fc |P fc - 1 + 1^-xlP*- 2 + ••• + | j 0 1 |) 

=0 f£ll + £il + ... + £ + 丄） 

\ Tfc Tk-i t 2 qiTiJ 

=0(P - 1 + A _<t 4 . p-i-i+A-») 

=0(P~ 1+ ^-°). 


所以，从 (14.4)，(15.1) 及 (勿， …， 叫） 属 于丑， 就推出> P 卜所以，由 (15.3) 
及 (15.4) 得到 
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弓 I 理 15.2 当（叫，…，叫）属于 S 时，我们有 

T ( ai , ••- , a k ) = OiP 1 - 1 ^), (15.5) 

这里 

A = 40 fc 3 logfc . 

证明以下 * 个条件总有一个 成立： 

i > 忐-如 〈如 < p 卜 A 切，1 < j / < fc ， (15.6) 

pi -*+» < gi < pi . (15.7) 

在第一种情形，当 A > 11 时,由引理 12.3,12.4 及 12.5 得到 
T(ai, ••- ,afc) = 0(P 1_ *oJio,k ) t 
因为当尸时，有 

r ( ai , … ，£»*)= 0 (P • q ~^ +e ) = 0( P 1- * o ^'»«*). 

对 A ： <11,有 

r (勿，… , a *) = 0( P 1 -* + «). 

在第二种情形，结论可由引理 15.1 推得. 

引理 15.3 当 

t ^ A 2 (31 ogfc + log logA ; + 4), k ^ 11, 
t > t 0 , fc < 10 

时,我们有 

T (1) = o(P 2 t -i*( fc+1 )- Cl ). 

证明当 fc < 10 时，证明是简单的，现假定> 11.设 h = «!(*：) 是由引理 
12.2 所定义，及 * =幻+ fc 2 . 那么，由引理 12.2 得 

j ••• j |T| 2t dai - - - dafc ^ mj« |T | 2fe3 J J |r| 2 tl do；i … da* 

E 

= (5( p 2 fc 3 ( l - l /40 fe 3 logfc ) . p 2 t ,- Jfc (*+ l )+| fc ( fc + l )( l - l / fc)S 
=0( i ,2 t - 3* !(A!+1)-A ), 

其中 

A = 20^ fc _ ^ (fc + 1,(1_1/A：)1 - 
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我们选取 

1= [log(10A: 2 (fc + l)logfc)/ (- log(l - 去 ))] + 工， 
这时有 A>0. 因为当 fc 彡 11 时， 

I < fclog(22fc 3 logA:) + 1 ， 


所以有 


t=ti + k 2 ^ Ik + i(fc 2 + fc + 2) + fe 2 
$fc 2 (31ogfc + log logA: + log22) + |(A 2 + fc + 2) 


=* 2 (31ogfc + log log* 十 log22 + I (1 + 去 + 
<A 2 (31ogA: + log logk + 4). 



16 .渐近公式 

引理 16.1(van der Corput) 设 / ⑻是定义在区间 (a,b) 上的实多项式,它的 
导数满足条件 

\f'(x)\ ^ 

那么有 

5Z e (/( x )) = / e(f(x))dx + 0(1). 
a《z$6 Ja 

引理 16.2 若 («!,••• ,a k ) 属于 O" ，吾)，那么有 

T(a lt ■■- ,«fc) = - '' . ^-^It + 0(lf), 

这里（记 H =qi-- qk) 

及 

R = f e(/?*x* + •••4 - 0ix)dx. 

Jo 
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证明设 = •记 


这样就有 

其中 

及 

因为 


x = Hz + y, y = !,■•• ,H; < z < - 


- ， Qfc ) = y~je (普 y * + … + >/)%， 


W v = Yi 咖 (:)） 

沪 ( 2 ) = 0k(Hz + y) fc + ••• + 0i{Hz + y). 


<p'(z) =k0 k (Hz + y^H + ■■■ + p 1 H 

=O{\0 k \P k ~ l H + \0 k . x \P k ~ 2 H + ■•• + \^\H) 

HP v ~ l H \ 

=0 ( S ^ r + ^ r ) 

=(?( ^2 . pi - — pu : + />( A — 2 ff Kfc - i ) • _ L ^ 

=0(P~i _2or <* -2 ) +P~A -2,7(fc-1) ) = o(l), 

当 P 趋于无穷，即当 P 充分大时， i . 由引理 16.1， 得到 

r(P- V )/H 

W v = J e(ifi(z))dz + 0(1) 


=jj J e(0 k x k + ... + fiix)dx + 0(1). 


故有 


T(Ql) •、 ak)= i g e (^ x<： + - + ^ x ) 

fP 

x / e ( fi k 3 T + ■■• + 0 ! x)dx + O ( H ). 
Jo 

引理 16.3 设 7r = 戌•广 (1 ^ r ^ fc ), 我们有 

B (盖 .."々) fl=0 押 n )， 
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其中 


Z = min(l,|7ir 




证明设 <3是 ？1 ，…，％的最小公 倍数. 由引理 4.1 得 

如). 


因为 

Q ^ max(9i ,Qk) ^ {Qi ■■ Qk)^ =H^, 

所以有 

哈...吾)= 0 (一). 

进而得 

R = P J e(-ykX k + • • • + 7i*)d^- 

从引理 3.2 就推得本引理. 

引理 16.4 在 an 上,我们有 


T(a u - - ,a k ) = 0(PH~^ +e Z). 

证明因为《在上，所以有 

H = qi'- qk < pi~A+°'+( fc - 1 )(A- 2ff ) = pi-i-(2fc-3)<r ^ pi-^ 
及 

=min(l, (P|A|)-*, • • • , (/»*|^|)-*) 
>min(l,p-*) = P~*. 

所以 

H =H~^ +e ■ H l+ ^~ e 
彡 fl-^+=p(l+ 含 -e)(l- 士） 

</ f -^ + e P - = 0 { PH -^ + e Z ). 

从引理 16.3 就推出本引理. 
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引理 17.1 我们有 

r / 二 ； ..c, • 

+ 0(P 2t_ a fc ( fc+1 ^~ 1 fl' 1- ( 2t-1 ^ fc2+e ). (17.1) 

证明利用不等式 


nci at -w at i<2tie- m\ M ~ l + w 2 *- 1 )， 

可得，在2^仏，...，匕)上有 

\9fc qij 

IT (勿 ，…， 。，一卜(吾 ，… ，吾)「|邱 

=0{H(PH~^ +e Z) 2 *_ 1 ). 

在区域 an (_, …，»上积分，得到 


^ = K^' jr) I £,.?r "'/-!r V' |fi|MdA ' d/, * 

+ 0(^P 2e - 1 //- 2 i5 1+e ^ 00 ■■■J°°Z 2t - l d0 1 --d0 k ). (17.2) 

设 = max(l, h^l ). 显有 



n^= 

v=i 

"IImax(l,N) < max(l,| 7 1 |,..- , 

V=1 

因而 



所以有 

厂 … j 

r 沪 _i u/3 fc 



: P-* fc _ 厂…厂 Z 2 *- 1 ^! … d 7 * 

J — oo J — oc 


(17.3) 
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^ />- 卿）厂…厂 Uw 

7-00 厶00 ( U *) ⑼_”/衫 

因为> 1(HP 2t > fc 2 + 1). 引理得证. 

弓 I 理 17.2 我们有 

p-2t+ik(k+i) [:_ 二 ... 工::二 \R\ M d/3 k •••d/3 1 =tf 0 + 0(p-^~^°). (17.4) 
证明作变量替换久 = P _、 等式左边等于 

产 ' ../W| 

- tfo+ °(g £ d71 ■ • ■ II d ^- d71 C d ^ +i ■ • £ |z|Md7 *) 




H - h 7i ar)dx j d，* … d*7i 


: ㈣ 私 

因为 

及 

所以，左边等于 


_ V 1 n 

PL ^ _ 

QjTj ^ pA- 2 < r pi-A+» 


Pi 


Q\n pi-A+^pi 


= P °, 2 ^ j ^ k , 


= PA 一 17 彡 p °, 


ho(/J 4 -Sd 7 ) = ^o+ 0 、 J: 7 -找 d 7 ) =<?o + 0( 尸 -( 我 -〜). 


引理 17.3 我们有 

s - E E _ 

g k ^ P k -^ 

=0( P _ * ( ^ - A + ff )+ e ). 

证明右边不超过 


t - £ KH)|| 

<*!•« )=1 (h k .q k )=l 


(17.5) 


g. 盘 … ？ m)r 


O(F), 
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其中 

F= max 〜 

Q ^ pi - Js+ a I \9 fc 9 i / 

以及 Q 是 9 l ，…， g fc 的最小公倍数.由引理 4.1 推出 

F = 0( Q ~ i e ) = 0( P ~ i ( i ~^ + ^ +e ). 

引理 17.4 我们有 

r (2) ~ t ? 0 ©- P 2t '* fc(A!+1) . 

证明式 (17.1) 两边对各个及 g 求和，得到 

T(3) "S ' ■' '«) f Cv'' ■ £r V ' ,nrdA '" dA 
+ 0 ^p2t-ik(k+i)-i^2 

级数 

jyl -(2 t - l )/ fc a +e _ y > fj 2-(,2 t - l )/ k 3 +e 
9 ，h q 

当 2* > 3 fc 2 + 1 时收敛，即当 fc > 5 时， 

^2 H l -(2 t - l )/ k a +€ = 0 ⑴. 

?. h 

在 2 < A : $ 4 的情形，我们可直接证明 

^ / f i -(2 t - i )/*» + « = 0( p i - Cfc)) Cfc>0 C2 = 3 

q,h 8 

例如 fc = 2 时，有 

E E (9 他 ) 2 - (8 - 1)/4+e 

9 ,< pi - i +» OT < pi - a » 

- E ^ E it- 

qi ^ P ^ + " n ^ pi~ aa 

=0( p 5 Ci +»)+5< i -2 a)+ej _ O ( Pa ). 

当 A : = 3 时， 

E E E (_) 2 - (18 ~ 1)/9+e 
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« E "! +, E E "t- 

qi ^ pi +a < n^- 2a n ^ P^~ aa 

=0( P ^ ( 4 + a + i -2<,+ * -2<r) ) = 0 (P 猙）. 

当 fc = 4 时， 

E E E E (_ 韌 ) 2 -( ㈣ /10+E 

92</ > i _a< ， 93«/>i- 3<, 如 

=0( pA ( l + i )) = o ( P &). 

所以，式 (17.6) 中的误差项可代之以 

0(p 2t -i fc (fc+i)-|). 


利用引理 17.2 和 17.3, 就得到 

办)=石|心...，吾) 1 〜。，一 

+ 0(/^ 卜会 *( fc+1 ) _ ( 2t /* a_1 ) a ) + 0( p 2t ~ i k ( k + l )~ IJ 
=6(P)ifoP at ~ ik(k+1) + 0(P 2t_ i fc(k+1)_Cl ). 

式 (1.3) 的证明结合引理 15.3 和 17.4, 就证明了以式 (1.3) 表述的定理. 


18. 指数和估计 

现在，我们来回答§12结束时所提出的问题.代替引理 12.5, 我们将得到下面 
更为满意的结果. 

弓 I 理 18.1 在引理 12.5 相同的假设下，当 *>11 时，有 

E e(/(x)) = O^P 1 -^ (+ 广 ) ， / >-1 、 q 《 P' 


o 7 = A : 2 (31 ogA : + log logfc + 5). 


其中 


这是引理 11.1(5 = 0) 的直接推论. 



TARRY 问题的解数 


• 305 - 


19. 关于 Prouhet 问题的一点注记 

设 rf } ( P ) 是下述具有 Z 组未知数 xx ,• • • , x t ； 2 / i ,- - , wi , •• - , wt 的不定 

方程组的 解数： 

xf + • • • + = yf + • • • + j/, fc = • • • = wf + • • • + , 

a :?- 1 . … + :卜 … 十#- 1 = ... 

= wf - 1 + --- + o ) t fc - 1 , (19.1) 


xi H - 1- *t = 2/i H - 1- j/ t = • • • = a>i H - 

并满足条件 

- ,Ui ^ P , » = 1,2,--- , t . (19.2) 

特别的，我们有 

r [ 2 \ P ) = n ( P ). 

下面是 r t W ( P ) 的分析表 达式： 

设 

p 

T ( q ) = ^2 e ( a kX k + ••• + aix ). 

*=i 

我们有 

r^(P) = 乂 1 . ■j\T P (a^)Tp(a^)- • 

x T(-o ； ⑴ - a (<) )da (1) - - - da (<) . (19.3) 

当然，利用 Farey 分割法可得到它的渐近公式，现在我们要指出处理这一问题的另 
一途径. 

设〜(凡,…，爪）是下面的不定方程的 解数： 
af + --- + x* = JV fc , 

. 1 < < P . (19.4) 

a：i + ---4-x» = i\Ti, 

当 s > 2 to ( t 0 的定义见 §1) 时，我们有 

r a ( N k , ■■- . JVj ) = 6 o ^'* fc ( fc +1) e ( iV fc ,... ，爪 ）+ 0( P 卜 #( fc+1 )- c )， (19.5) 
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0= J … j (乂 e(7*x* + •••+7i®)dar)* 


& (Nk, ■■- »^i) = A(9k, - ,9i), 


>1( 办，…， 9 i )= t … S S ’ e H Nk -吾…)， 


S 4 s<^ + + H' 


其中 <9 是办，…，仍的最小公倍数. 

这里将略去证明，因为它和式 （1.3) 的证明完全相似.虽然如此，这里仍有一些 
关于收敛性的有趣问题，因为本文中所遇到的是关于绝对收敛的问题.式 （19.6) 和 
(19.7) 中的收敛指数能大大 减小. 例如，式 (19.6) 当 时 收敛. 但作者在这里 
将不作仔细讨论. 

当我们得到式 （19.5) 后，就容易按照 Fourier 级数来具体处理 Proucht 问题和 
Tarry 问题的情形.亊实上，设 

G(a fc , --- ,ai) =( 矣 e(a fc :c*^" + Q ： ii)) • 

式 (19.5) 就是断言函数 G(a fc , …，的 Fourier 系数的性质. Tarry 问题等价于 
Parseval 关系式： 

… 5Z r 2C^* ， .._ ，风 ) = J …乂 |G(an, •• - ,ai)| 3 dafc --do ： i. 

Prouhet 问题就是要研究和式 

)(p) = 51 …(抑，…，爪） 

N k N t 

的性质_ 

若直接运用 Fourier 级数理论,利用 Young-Hausdorff 定理就可得到 
r«(P) ‘{j: … j: !G(a k ，… ， ai )| l 川- 1 )—. •dQ 1 ) ，_1 
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=0( P is - i fc (* +1 >< , - 1 )). (19.8) 

但是，利用式 (19.5), 代替这个阶估计结果 (19.8), 就可得到 ri l ) ( P ) 的渐近公式. 

20.注 记 

1. 利用 Fouriei •级数与殆周期函数之间的类似，我们能处理下面的问 题：设 

0 < ei < e2 < • • • < ejfc 

是 fc 个实数.设 r ( N , A ) 是下述方程的整数解的 个数： 

+ ••• + - Nt\ < A u 

K h + ... + !；* - N k \ < A k , l ^ Xi ^ P , 

其中 A 当 P 趋于无穷时趋于零. 

2. 利用文献 [1] 中的方法，能得到 （1.1) 及 (19.4) 的解数的渐近公式，即使限 
制我们的变数为素数,且下界以 to + 1代替 M 也可以. 


21.在 A : = 2的情形，我们的定理可达到最佳形式 


定理设 〆 ( iv ) 是下述不定方程组的 解数： 

{ Xl+X^ + Xa=yi+V 2 + 1/3, I? + »2 + *3 ^ 
x? + = 1/f + y| + y§ , yf + yl + J/| < N. 

那么，当 JV — oo 时，我们有 

/(N) 〜 N^logN. 

证明 1) 设 r ( N !, N 2 ) 是下述不定方程组的 解数： 

{ Xl+X2+X 3 = Ni, 

a:? + = N 2 , N 2 < N. 

那么，利用 Schwartz 不等式可得 


( 21 . 1 ) 

( 21 . 2 ) 

(21.3) 


付彡 3 N 2 , 


(21.4) 
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Ni = JV 2( mod 2). (21.5) 

从式 (21.3) 可得 

*1 + + ( Ni — Xi — X3) 2 = N2 , 

即 

(3 zi - JV1) 2 + (3 xi - M )(3 x 2 - M ) 2 + (3 叼- JV ,) 2 = |(3爪 - N ?). (21.6) 

现来讨论下述不定方程的解数 ^( m )： 

X \ + XiXi +Xi = m , (21.7) 

我们知道 

伽 ) = 6 f (宁) . (21.8) 

若 m 被 9 整除， 则从式（礼 7 )知（不,；^)，因此，当3|爪时， (21.6) 总可解, 
且它的解数等于 V -(|(3 AT 2 - N ?)^. 因此，当3|馮时有 

r ( N x ，的)=(丢 (3 的- N ^. (21.9) 

若则有 

|(3 i \ T 2 - Nf ) = 3( mod 9). 

从 

X 2 + XY + Y 2 = 3( mod 9) 

可得 X = Y = ± l ( mod 3) .若 (21.7) 有解 （ U 2 ), 那么 (~ X U - X 2 ) 也有解.所以 

3xi — Ni = 土 Xi, 3x2 — Ni = IX2 

通过适当选取正负号也总是可解的，且这种选取是唯一的.所以当时， 

Q (3 N 2 - N ^. (21.10) 

因为 

r '( N )= Yl —( 的 ，⑹， 

N U N , 
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这里的和 JV 2 遍历满足条件 （ 21.4) 和 (21.5) 的整数，所以，由式（ 2 1.9) 及 (21.10) 
得到 

r'(N) = E I ； ^ 2 (|(3Af 2 -^ 2 )) 

3fWi Nt 、 ’ 

=5! + i5 2 , (21.11) 

4 

这里 

3|JV, Ni 、 ’ 

Si = ^2 ( 香 (3 的 - iVi)V 

2 ) 因为 v>(m) = V>(3m ), 所以 

5 2 = E - JV?)Y (21.12) 

3 fW , Nt 、 ’ 

这里 m = |(3iV 2 - 辦)，使 ^OiVa-iV?) 是平方数的项数等于方程 
3N 2 = TV? + 2M 2 , 

的解数，它是 0(JV 2 *). 因为 师 ）= 0(N e ), 所以，所有使 |(3 的 - 埘）为平方数的 
项数之和是 

0( L 0(N e )J = 0(N 1+e ). (21.13) 

以玛 表示为中 ^N^-Nf) 不是一个平方数的那部分之和.我们有 


功 ㈣ = 6^2 (4) 

/|m \ ’ 


= 6 ¥(-?) +6 ¥(^) 

l<y/m 

+㈣,1⑺. 
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因为，当 m = | 

(3 的 - 所）时， 



(芸 hd 1 ’ 


故有 

^•=>« ee(e ( t )) ! 

SfiV, N a V J|m \ 1 / / 

l<v^m 



= 144 E E ( 宗)邱 ’o’ 

Ky/^l^y/W ’ 

(21.14) 

这里 A(l,V) & 

|(3的 - 外) S 。 ( mo d ^^) ,对 < 3 JV 2 < 3 AT 


的 解数 . 因此有 

赛 1： 總 +H 



= E K 糊 +_), 

Nf^3N Ul 

+ 。 ㈣ )， 

(21.15) 

因为 

Yl, N = ^(2[>/3^) + 1) = 2y/3N^ + O(N) 

N?^3N 


及 



12 = l(^) 3 + o(N). 

N?^3N 



由式 (21.14) 及 (21.15), 就得到 


S; =120\/5iV3 

+ °( N E E t?)+o(jv§) 



问题的解数 


(21.16) 


= 120V3iVt 5 ： 5 ： mfzpj +0 (Nh 

因为 { in ^ viu , 

E E 蛩 <(E ^y=o^y 

l<\ZWl'<y/W Ky/W 

3) 现在来证明 

H Y 1 = j 2 logN + 0 (( 10 洲”. 

Ky/W l '<VW 、 ’ 


证明中将用到以下 事实： 




这是分部求和及熟知的结果 


“⑴=鉍 ㈢ =6 


的一个推论. 

设 Z = mV = mM 及 ( m , m , ) = 1. 首先考虑式 (21.17) 中由 d > v^/logW 那 
些项组成的部分和.它不超过 


E 

j ^ r < d < y/W 


m < y/Wh m '<VWh ° 


^ 5 S ^ E ^7 

^Hr< d <\/ a f- n»<V§ lo K^ m'<y/\\o%N 

=0 ((log logTV ) 3 ). (21.20) 


和式 (21.17) 中余下的那部分等于 

U= Z E 

d< ^ ，0 « W m < y / W ^ - 


y 」 

dmm' \ mm' J 

n')=l 

[广 士 ㈢） E 咖 ). （ 21 . 21 ) 

mi/ ‘ /HL 丄 
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设 m = ng , m ' =叫'，我们有 

^ E ^ Z ^ E E 忐 ㈢ 

^<VWi 9 < <t<VWi- n ^ v " } 

=Ui + U 2 , (21.22) 

其中 R 是由那些 n > ( J ^ KlY 的项组成的和，而[/ 2 是 [/ 的余下部分.这样， 
由式得到 

貯)卜 L ■^制 I 

=°(^°& N ^2 =0(( logJV ) i ). (21.23) 

( lo * W ) i<n 

现来讨论 

'mu 貯) y . 

因为当 d < v ^/ logAT 时， 

以及由式 （21.19) 知 

所以有 

%'1；。」_料( 1)+0 — ) *) 


这里用到了 


=4^2 lo g^-3(l) + o((logAT)i), 
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=^log^ + 0(log \ogN), 


Y ' / *(") 9 1 _ 27 
^ = 8 C (2) = 4^' 

3 fn 

综合式 （21.20)，(21.21), (21.22), (21.23) 及 (21.24), 就推得式 (21.17). 进而，由 
式 (21.16) 及(21.17)，就得到 

5 2 = l0y/3N^logN + 0(Jvt(logAT)§). 

4) 现在 来求氏 的渐近公式•设 r 是整除 g (3 AT 2 - W ?) 的3的最商方幂，这里 
t > 2. 我们按 t 来对负求和.这样就有 

r =2 JVi Af a ^ > 

3 T Hf (3 W 3 - Af ?) 


: log^iV/Iog3 • 


因为必(3况）=酬，故有 


5 > = SSS ^ 2 ( m ). 


s ， i = zi 

r^W/2 N, N 3 


°( NE 5： EE 1 

、 r>.W/f. N, N; 


2 ( 3^2 -iV?) = 0(mod3 T ), Nf =? 3JV 2 < 3^ 
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的解数是 


因而有 


喵(华 

J2 (^~ + 1 )) = 0(Ni +e /3i w ) = 0(N 1+t ). 


S'i = 


如同处理灸一样，我们能证明私中由 m 是一平方数（多 0) 的那些项组成的 
部分和 S {' 也是一个低阶量. 

现在我们来考虑 

Si-s\+s"i= 135 ^ 2 ( m ) =s r ， 

N! N, 

因为 m 不是平方数，故有 

咖) = 6 吴⑺ +6 石(器） 


公 、層 ， «<V^' 

«)) 吴⑺ 

2(mod 3), 
l(mod 3). 


' ' ， ^ KyA 


所以有 


S'{' =144 


S 茲 (五 ⑺ ) 2 


= 144 S , E , 基⑺⑺ .)， 


这里是 

■ (3iV 2 - O 0 (mod 3 7 "- 1 Nl < 3JV 2 < 3 
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的解数.因而有 




r ( N ~^ yw ) 


o(D 


J n ^ Ni+ °(^ N ) +oiNi) - 


类似于 3), 我们有 

S ,= i 2 ov 1^ X ； I ： E + 

=120 v /§| at § (logTVi ))• 

综合关于负和 S 2 的两个估计，我们就得到 

/(AO =10v/§Q + ^ ^ N^logN + 0{N^(logN) i) 

=^^-NhogN + 0{Ni{logN)^). 

求 (21.1) 的解数的另一可能途径是考虑不定五元二次型 

x\ + x\ +x\ - y\ — — (xj +12 + *3 — l/i — Ite) 2 - 

但是，看起来为了去建立本原解的条件与 (21.1) 形式的条件之间的联系将是更为 
复杂. 


[1][2][3](41[5] [61E 


(潘承彪译) 
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华罗庚（中国科学院数学研究所) 


这篇短文的目的是证明下面的定理，但它的推广与应用则不在这里讨论. 
定理设整数 fc >2, 及 （ h , g ) = l .那么，对任意的 e >0 有 


= e Mhxk/q + 0{q^ +e ), 

x=l ^ 1=1 


这里符号 O 所包含的常数仅和 fc 及 e 有关. 

这定理改进了作者 M 1940年的一个结果.在更广的范围内，改进了 Vinogradov ! 2 ) 
的一个著名结果. 

定理的证明是基于下面的几个引理. 

引理设 P 是素数，及 


/(*) = a k x k + ••• + oiH - a 0 , p \ ( a fc , ••- , oj ). 

我们有 p 

I Ee 加， (* 叫彡 ky/p. 

' 1=1 I 

引理 2 在引理 1 的假设下，再假定 pKfcafc , … , 2a2 , a \), 及同余方程 
p ~ l f ( x ) = 0 ( modp ), 0 ^ x < p 


(1) 


( 2 ) 


没有重根，那么有 



(3) 


证明设; u ] ，…，奸 ( r <*- l ) 是 （2) 的根.因为 〆 < fc , 所以引理显然是下 
述不等式的一个 推论： 


e 2xi/(l)/p， < *max(l,r)p*( ,+t ). 

X=1 


⑷ 


① 1956年 11 月29日收到.发表于 Sci. Record (W. S), 1957, 1: 1-4. 
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1) 当！ < 2 (t + l ) 时，若* = 0,则 Z = 1，式⑷由引理1 推出； 若 t 彡1，则有 


|- e 2*i/(*)/p* p 4(j+t) p i(i-t) ^ p ia+Dpi(Ht) ^ fc p i(i+t). 

i=i 


2) 当！ >2(*+1) 时，我们有 



^ fW / p l 


r p'- 1 

^ e 2>ti(/(Mj +J>V)-/(Mj))/P ， 


(5) 


注意到在这情形， （2) 无解，即 r = 0,所以式 （5) 两边均为零. 

现设 9j { x ) = p~^(/(Mj + px ) - f ( j * i)),j = 1，…， r , 这里 p 不能整除 办⑻的 
所有 系数. 因为# OCmodp ^^ C ? = 1,… ， r ), 所以有2<^ ^t + 2 , 以及由 
(5) 得 

rp i_1 ^ rp t+l ^ rkp, I ^ max((Ti,- - , <r r ), 

Ep^' 1 |E l > m — q ， …， a r ). ⑹ 

J = 1 I x=l I 

对后一情形用归纳法，设整除 ^( x ) 的所有系数，但 p ^+> 不能.从表达式 

P 0, 9'j{x) = f(/ij)p + f»p 2 x + ••• + 

可以看出 aj+Sj = t + 2. 同余方程 

p-^g^x) = + f'^p^x = O(modp), 0<x<p 



仅有一个解，故由归纳法得 

| e 2iti/(l)/pl I ^ ^ 2 p ai ~ lk P ^ l ~ Si+aj) = krp ^ l+t \ 

引理证毕. 

引理 3 设 cr > 0 及 5( p , , p <T ) = max 民 e 2 » i ( fc **+ P " m * 叫，那么有 
S [ p l , p a ) ^ 


证明当 i = l 时，由引理推出结论成立. 
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现假定 i > 2 ,k = p e ki , p \ k 1 . 

设 d > a . 若同余方程 

f '{ x ) = p e kihx k ^ 1 + p a m = 0 ( modp <7+1 ), 0 < x < p 

无解或有 ( fc - l , p - l ) 个单根，那么由引理 2 推出 

| e 2xi(hx k +p a mx)/p , I ^ fcfpi 

若不然，则 p | fc - l,fl = a = 0, 用类似的但更精细的方法可得同样的结论. 

假如 d < <7•当 i < 2 ((9 + 1)时，显有 5( p *， p T ) < kipi . 当 Z > 2 (0+ 1) 时，同余 
方程 k 1 hx k ~ 1 + p a ~ e m = 0( modp ),0 <p 仅有单根 x = 0. 因而有 


E e ⑽ 


p '- 1 

^^ ^2ni(hp k x k +p <r+1 mxi) 
x;l 


0叫 S , l>k,a + l^k, 


0, l > k,<r 

0 , l ^ k, a 

pf - 1 I $ k,a 


-1 < fc, 
-1</, 
-1 >/. 


在后三种情形，引理显然成立，而对第一种情形，用归纳法可得 

^ p fc- 1 /tSpa( <_fc+,T+1- *> < 


|x=l 


引理证毕. 

定理的证明显然可假定1 < P < g , 这时有 

P , 1 9 P 

y'' e 2nifta*/g —i. ^ y~^ e 2m(hx k +nx)/q ^ e ~2xint/q 
*=1 ^ n=l x=l t=l 

+ 0 Q£|E e 2 nint /9 |-|^ e ^ 

=—e 2xihx ' , /i + 0^^ -| ^2 e 2 *^**"^"* 叫） 
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设 g = a 的标准分解式，现考虑 k 叫中满足 

条件 P? 1 ••< 咖但 PV +1 I «,• • ,P a / +1 f n 的项之和.若能证明这些项之和是 

o ( a q2+ \ - A , 那么就证明了定理.这部 
VCpi 1 •••p»*) 3 / 

分和 






p i(<l+Ol) --p §(l.+«».) 

’ pV-p •- 


-logg 


= °( 


Q^ e \ 
ipV-pV)^)' 


因而定理得证 . 
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关于华林问题的优弧 ® 

华罗庚（中国科学院，数学研究所） 

设 A : 是一个 > 3 的整数， AT 为整数及 P 为 Nt 的整数部分.设 

p 

r ⑷ = 5^加**' 

*=i 

于是 

r ( AT )= f T a ( a ) e- 2,tiWa do 

Jo 

等于方程 

x*+• • •+= n, i < < p 

的整数解的个数. 

华林问题研究的最重要的问题之一，是要对于最小的 S , 找到当 AT — 00时以 

上解数的渐近公式_由于周期性，我们可将区间 （0,1) 代之以(- $，1 - ,其中 

r = p fc - 1+ e , 而 e > o 为任意给定的小常数.我们考虑子区间，其中心在有理 

点' 长度为三，这里 （/»,?) = 1,1 < A < g < P J ~ e . 这些子区间没有公 共点. 区间 
9 <F 

的剩余部分记做五.按照传统， m Kq 称为优弧.通常 r ( N ) 的主阶来自于优弧上的 
积分，即 

r r * (i + i ) 

/ = r^aje-^^da ~ e(N) ^ s y- Nt~\ (1) 

这里 G ( N ) 表示奇异级数. 

自从 Hardy 和 Littlewood 发明圆法以来，除去他们证明了当 s > 2 fc + 1时⑴ 
式成立之外，相应的进展甚少.本文的目的是要宣布，我们可以对于 S > fc + 1证明 
(1) 式.从某种意义上讲，这是最佳可能的结果.它的证明主要用到了著名的 Euler 
求和公式和作者 W 关于三角和的新估计.更明确地，我们是证明了下面的渐近 公式： 


① 1957年4月 1 日收到.发表于 Sci. Record, new aeriea, 1957, 1 ⑶： 17-18. 



关于华林问题的优弧 


•321 - 


在上，有 


r ⑷ 


e — xk J: e _* d y + 0(g i+e ). 


再由一系列的引理，就可以得到所宣布的结果. 

此外，作者的方法也可以用于处理集合五中的一部分.例如，我们可以知道， 

来自于有理点 -( P 1 -" < q < P 1 -^) 的邻域中的贡献，其阶要低于⑴式中的阶. 

Q 
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